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Zur Berechnung der Dynamik von Turbinenlaufstufen wird häuﬁg die Annahme getroﬀen,
dass die Schaufeln in ihren mechanischen Eigenschaften identisch sind. Somit ist es möglich
die Turbinenlaufstufe in identische Sektoren zu unterteilen. Die Berechnung der Dynamik
kann dann für das Sektormodell mit zyklisch symmetrischen Randbedingungen durchge-
führt werden, wodurch sich eine deutliche Reduktion der Freiheitsgrade im Vergleich zum
Vollmodell ergibt.
Allerdings treten in der Realität stets Abweichungen unter den einzelnen Schaufelseg-
menten auf. Das Auftreten dieser Abweichungen wird als Verstimmung (engl. Mistuning)
bezeichnet. Dabei kann zwischen drei Arten der Verstimmung unterschieden werden. Geo-
metrische Verstimmung beschreibt den Fall, bei dem Geometrie und Material der Sektoren
unterschiedlich sind. Dies kann durch Fertigungstoleranzen, Materialinhomogenitäten
sowie Verschleiß bedingt sein. Des Weiteren tritt Kontaktverstimmung infolge unterschied-
licher Kontaktschließungen am Schaufelfuß sowie Deckband auf. Außerdem kommt es bei











Abbildung 1.1: Drei BSSM-T Messungen einer realen Turbinenlaufstufe unter
identischen Bedingungen bei der MTU Aero Engines AG [12]
1.2 Zielsetzung 2
Der Einﬂuss der Verstimmung lässt sich anhand dreier Messungen einer realen Turbinenlauf-
stufe bei der MTU Aero Engines AG zeigen [12]. Die Messungen werden unter identischen
Bedingungen mittels BSSM-T1 durchgeführt. Abbildung 1.1 zeigt die Spannung der
Schaufeln für drei Resonanzdurchfahrten. Bei Betrachtung einer Resonanzdurchfahrt erge-
ben sich von Schaufel zu Schaufel deutlich unterschiedliche Spannungen. Dies lässt sich auf
den kombinierten Einﬂuss der drei Verstimmungsarten zurückführen. Darüber hinaus wer-
den für die drei Resonanzdurchfahrten bei identischen Bedingungen unterschiedliche Werte
gemessen, was hauptsächlich durch die unterschiedlichen Kontaktschließungen bedingt ist.
1.2 Zielsetzung
Ziel dieser Bachelorarbeit ist die systematische Analyse der Einﬂüsse zweier Verstimmungs-
eﬀekte auf das lineare Schwingungsverhalten von Turbinenlaufstufen. Zum einen wird der
Einﬂuss der geometrischen Verstimmung anhand der probabilistischen Modellierung der
Elastizitätsmodule pro Schaufel analysiert. Dies wird im weiteren Verlauf als Struktur-
verstimmung bezeichnet. Zum anderen wird der Einﬂuss einer linearen Approximation
der Kontaktverstimmung analysiert. Dazu wird die modale Dämpfung pro Mode probabi-
listisch modelliert. Mit der Angabe der modalen Dämpfung wird die Strukturdämpfung,
Reibungsdämpfung und aerodynamische Dämpfung kombiniert abgebildet. Die einzelnen
Anteile der Dämpfung werden dabei nicht explizit berechnet. Dies wird im weiteren Verlauf
als Dämpfungsverstimmung bezeichnet.
Für die linearen Analysen werden sowohl stationäre fremderregte Simulationen durchge-
führt als auch transiente fremderregte Simulationen. Die Analysen werden mittels des
Finite Elemente Tools CalculiX für das Vollmodell realisiert. Zur probabilistischen
Modellierung kommen fünf verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen zum Einsatz.
Darunter sind die konventionellen Verteilungen Normalverteilung, Gleichverteilung sowie
eine modiﬁzierte Form der Weibullverteilung. Des Weiteren wird die Dreiecksverteilung
analysiert und eine künstliche Verteilung eingeführt. Für die stationären fremderregten
Analysen werden Monte Carlo Simulationen durchgeführt und die Resonanzfrequenz und
Amplitude probabilistisch ausgewertet. Ziel der transienten fremderregten Analysen ist die
numerische Veriﬁkation einer Methode zur Bestimmung der linearen Dämpfung anhand
transienter Monte Carlo Simulationen [12].
1Berührungslose SchaufelSchwingungsMessung - Turbinenlaufstufen mit Deckband
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2 Grundlagen des Schwingungs-
verhaltens von Turbinenlaufstufen
Turbinenlaufstufen weisen eine Vielzahl unterschiedlicher Eigenschwingungsformen auf,
welche durch verschiedene Mechanismen zu Schwingungen angeregt werden können. Zu
Beginn des Kapitels werden die Eigenschwingungen von Turbinenlaufstufen ausgehend
von dem linearen dynamischen Verhalten grundlegender Schwingungssysteme beschrie-
ben. Anschließend werden die wichtigsten Anregungsmechanismen im realen Triebwerk
aufgezeigt. Von diesen wird sich auf die Fremderregung konzentriert. Dabei wird auf
Grundlage des unverstimmten Systems die fremderregte Schwingungsantwort erläutert,
bevor abschließend die Besonderheiten des verstimmten Systems betrachtet werden.
2.1 Grundlegende Schwingungssysteme
2.1.1 Lineare ungedämpfte Schwingung
Zur einführenden Beschreibung wird ein allgemeines Schwingungssystem mit n Freiheits-
graden angenommen. Die freie ungedämpfte Bewegungsgleichung lautet
Mu¨ + Ku = 0. (2.1)
Hierbei entspricht M der Massenmatrix, K der Steiﬁgkeitsmatrix und u dem Vektor der
momentanen Auslenkung.
Zur Lösung wird für u ein zeitabhängiger, periodischer Verlauf angenommen und der Ansatz
u(t) = φeλt in die Bewegungsgleichung (2.1) eingesetzt. Es ergibt sich die Formulierung
des Eigenwertproblems zu
(λ2M + K)φeλt = 0. (2.2)
Mit der Annahme nichttrivialer Lösungen φ = 0 folgen daraus die 2n komplexen Eigenwerte
λk = ±jω0,k für k = 1,...,n. (2.3)
2.1 Grundlegende Schwingungssysteme 4
Hierbei entspricht ω0,k der ungedämpften Eigenkreisfrequenz. Durch Einsetzen von λk
kann Gleichung (2.2) zu
(−ω20,kM + K)φkeλkt = 0 (2.4)
umgeschrieben werden. Hieraus lassen sich die Eigenmoden φk bestimmen. Die allgemeine








2.1.2 Lineare gedämpfte Schwingung
Durch Dämpfung wird der Schwingung Energie entzogen. Dadurch klingen Schwingungen ab
bzw. es stellt sich ein Gleichgewicht zwischen Energiezufuhr und -abfuhr bei fremderregten
Schwingungen ein. Ohne Dämpfung treten im Resonanzfall dementsprechend unendlich
hohe Amplituden auf.
Lehr’sches Dämpfungsmaß
Betrachtet man die lineare Bewegungsgleichung eines Ein-Massen-Schwingers
mu¨ + du˙ + ku = 0 (2.6)
ist das Lehr’sche Dämpfungsmaß ζ deﬁniert als
ζ = d2mω0
. (2.7)
Hierbei entspricht d der Dämpfungskonstante, m der Masse und ω0 der ungedämpften
Eigenkreisfrequenz. Unter Annahme ζ  1 lautet eine Lösung der Bewegungsgleichung
(2.6)
u(t) = U0e−ζω0tcos (ωDt + β) . (2.8)
Hierbei entspricht ωD der gedämpften Eigenkreisfrequenz.
Logarithmisches Dekrement
Das logarithmische Dekrement Λ bildet ein Maß für die Abnahme zweier aufeinander-











Abbildung 2.1: Linear gedämpfte Schwingung
Dabei steht es in direktem Zusammenhang mit dem Lehr’schen Dämpfungsmaß. Um diesen
Zusammenhang herzuleiten, werden in Abbildung 2.1 die Amplituden zum Zeitpunkt t1








Die Zeitdauer t2 − t1 beschreibt genau eine Periode τD = 2πωD . Daraus lässt sich die
Beziehung cos(ωDt2 +β) = cos(2π+ωDt1 +β) = cos(ωDt1 +β) ableiten. Dementsprechend






= eζω0τD . (2.11)
Eingesetzt in Gleichung (2.9) und unter Verwendung von ωD =
√
1 − ζ2ω0 ergibt sich
Λ = lnu1
u2
= ζω0τD = ζω0
2π√
1 − ζ2ω0 =
2πζ√
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Gedämpftes Schwingungssystem
Die freie gedämpfte Bewegungsgleichung eines Systems lautet
Mu¨ + Du˙ + Ku = 0. (2.14)
Hierbei entspricht M der Massenmatrix, D der Dämpfungsmatrix, K der Steiﬁgkeitsmatrix
und u dem Vektor der momentanen Auslenkung. Die Modellierung der Dämpfung erfolgt
durch einen massen- und steiﬁgkeitsproportionalen Ansatz.
Zur Lösung der Bewegungsgleichung wird das Eigenwertproblem des gedämpften Systems
(λ2M + λD + K)φeλt = 0 (2.15)
aufgestellt, woraus die 2n komplexen Eigenwerte
λD,k = −ζωo,k ± jωD,k für k = 1,...,n (2.16)
resultieren. Hierbei entspricht ωD,k der gedämpften Eigenkreisfrequenz. Durch Einsetzen
von λD,k in Gleichung (2.15) lassen sich die Eigenmoden bestimmen. Somit ergibt sich die








2.1.3 Dynamik von Turbinenlaufstufen
Abbildung 2.2: Finite Elemente Darstellung einer stark vereinfachten Turbinenlaufstufe
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Die allgemeinen Betrachtungen lassen sich auf die Schwingungen von Turbinenlaufstufen
übertragen. Zur Berechnung der Dynamik werden Turbinenlaufstufen in diskrete Bereiche
unterteilt, die sogenannten ﬁnite Elemente. In Abbildung 2.2 ist ein diskretisiertes Modell
einer stark vereinfachten Turbinenlaufstufe dargestellt. Die schwarzen Linien kennzeichnen
die Elementgrenzen. Die räumliche Ausdehnung der Elemente wird durch Knoten begrenzt.
Das Verhalten dieser Knotenpunkte wird mittels Ansatzfunktionen numerisch angenähert.
Anschließend werden die Elemente unter Einhaltung der Randbedingungen zusammen-
geführt, woraus sich schließlich die Bewegungsgleichung (2.14) formulieren lässt [7]. Die
Lösung gestaltet sich identisch zu den vorherigen Abschnitten.
2.2 Schwingungsverhalten unverstimmter
Turbinenlaufstufen
Zur Charakterisierung des komplexen Schwingungsverhaltens einer Laufstufe wird als erstes
der Begriﬀ des Knotendurchmessers anhand der Betrachtung einer einfachen Kreisscheibe
eingeführt. Die Schaufeln werden dabei zunächst idealisiert als mitschwingende Starrkörper
angesehen. Darauf folgend wird das Schwingungsverhalten einer Schaufel erläutert, bevor
die Erkenntnisse auf das Vollmodell der Turbinenlaufstufe übertragen werden.
2.2.1 Knotendurchmesserlinien
Charakteristisch für die Schwingung zyklisch symmetrischer Strukturen ist das Auftreten
von sogenannten Knotendurchmesserlinien. Dies sind Linien durch den Mittelpunkt, welche
für die jeweils betrachtete Schwingungsform keine Amplitude aufweisen und gegenphasig-
schwingende Sektoren abtrennen. Die Angabe des Knotendurchmessers (engl. Nodal
Diameter, ND) gibt die Anzahl dieser Linien an. Für Turbinenlaufstufen beschreibt die
maximal mögliche Anzahl den Fall, bei dem bei gerader Schaufelanzahl N alle benachbarten






2 fürN = gerade
N−1
2 fürN = ungerade.
(2.18)
Für die Knotendurchmesser treten doppelte Eigenmoden auf [29]. Eine Ausnahme davon
stellt der Knotendurchmesser 0 dar, bei dem ein einfacher Eigenmode auftritt. Hierbei
schwingen alle Schaufeln phasengleich. Aufgrund seiner charakteristischen Form wird er
auch „Umbrella“-Mode genannt [19]. Des Weiteren ergibt sich bei gerader Schaufelanzahl
für den NDmax ebenfalls ein einfacher Eigenmode.
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In Abbildung 2.3 sind exemplarisch vier Knotendurchmesser an einer schematischen
Kreisscheibe dargestellt. Zur besseren Veranschaulichung im Bezug auf Turbinenlaufstufen
































(a) ND 0 (b) ND 1 (c) ND 2 (d) ND 3
Abbildung 2.4: Knotendurchmesserlinien an einem realitätsnahen Modell
2.2.2 Schaufelschwingungen
Zur Beschreibung des Schwingungsverhaltens von Schaufeln wird in der Literatur häuﬁg
die stark vereinfachte Darstellung als Platte verwendet (siehe u. a. [19]). Davon wird auch
die Charakterisierung der Schaufeleigenmoden abgeleitet. Hierbei bilden sich zuerst die
fundamentalen Schwingungsformen erste Biegung (1F2), erste Torsion (1T) und zweite
Biegung (2F) aus. Dieses Verhalten lässt sich auch in Abbildung 2.5 an einem stark
vereinfachten Modell erkennen.
Bei höheren Moden bilden sich in Abhängigkeit der Schaufelgeometrie weitere, im Allgemei-
nen komplexere, Schwingungsformen [29]. In der Realität sind Schaufeln stark verwunden
und ohne ausgeprägte Symmetrieeigenschaften. Zudem zeigt die Deckbandkopplung einen
Einﬂuss auf die Schwingungsform. Dadurch weisen reale Schaufeln oft komplexe gemischte
2engl. Flap












(a) Erste Biegung (b) Erste Torsion (c) Zweite Biegung
















Abbildung 2.6: Schaufelschwingungen einer realitätsnahen Turbinenlaufstufe
Schwingungsformen auf, welche sich nicht immer eindeutig einer der genannten fundamen-
talen Schwingungsformen zuordnen lassen [23]. Nach Srinivasan [28] ist beispielsweise die
Verdrehung der Schaufeln dafür verantwortlich, Torsionsanteile der Biegung zu überlagern.
Diese Eigenschaften zeigen sich in Abbildung 2.6 in den ersten drei Schwingungsformen
an einem realitätsnahen Modell. Hier bildet sich zuerst die erste Biegung aus. Als zweite
und dritte Mode tritt eine Mischform der ersten Edgewise Biegung und ersten Torsion auf.
2.2.3 Schwingungsverhalten von Turbinenlaufstufen
Die Turbinenlaufstufe besteht aus der rotationssymmetrischen Scheibe sowie den Schaufeln,
die äquidistant über den Umfang verteilt sind. Aufgrund der zyklischen Symmetrie lässt
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sich eine unverstimmte Turbinenlaufstufe in identische Sektoren unterteilen. Unverstimmt
bedeutet in diesem Zusammenhang, dass alle Sektoren in ihrer Geometrie und Material-
eigenschaft identisch sind3. Beim Schwingungsverhalten der einzelnen Sektoren ist die
Amplitude, Form und Frequenz identisch. Allerdings ist die Schwingung um den Schaufel-
phasenwinkel β (engl. Inter Blade Phase Angle, IBPA) verschoben. Dieser berechnet sich
unter Verwendung des Knotendurchmessers ND und Anzahl der Sektoren N zu
β = 2πND
N
für ND = 0,...,NDmax. (2.19)
Die Einteilung der Laufstufe in identische Sektormodelle unter Verwendung zyklisch symme-
trischer Randbedingungen ist aufgrund der nun deutlich verringerten Freiheitsgradanzahl
im Vergleich zum Vollmodell besonders vorteilhaft.
Zudem lassen sich die Schwingungen in schaufeldominierte, scheibendominierte sowie
gekoppelte Schwingungen aufteilen [16][17]. Ausschlaggebend ist hierbei die Verteilung der
Verzerrungsenergie innerhalb des Sektors. Dazu wird die Verzerrungsenergie der Schaufel


























Abbildung 2.7: Grundtypen der Schwingungsformen
Je größer dieses Verhältnis ist, umso stärker dominiert die Schaufel das gesamte Schwin-
gungsverhalten des Sektors (siehe Abbildung 2.7a). Je niedriger dieses Verhältnis ist,
desto stärker dominiert die Scheibe das gesamte Schwingungsverhalten des Sektors (siehe
Abbildung 2.7b). Als dritte Schwingungsform treten gekoppelte Schwingungen auf, bei
denen sich die Verzerrungsenergie in etwa gleichen Teilen auf die Scheibe und Schaufel
aufteilt (siehe Abbildung 2.7c).
3Dies stellt jedoch eine Idealisierung dar, so dass in der Literatur auch oft der Begriﬀ ideales System
verwendet wird
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Darüber hinaus treten Systemschwingungen auf (siehe Abbildung 2.7d). Hierbei schwingt
die Turbinenlaufstufe als Verbundsystem und die Schaufeln können als mitschwingende
Starrkörper angesehen werden. Die Verzerrungsenergie konzentriert sich auf das Deckband.
Im Hinblick auf Verstimmung sind besonders schaufeldominierte Schwingungsformen
relevant. Bei diesen konzentriert sich die Verzerrungsenergie auf die Schaufel, so dass
bereits geringfügige Änderungen der Schaufeleigenschaften große Auswirkungen auf das
Schwingungsverhalten zeigen. Aus diesem Grund stellen diese den Fokus der Arbeit dar.
2.2.4 Knotendurchmesserdiagramm
Abbildung 2.8: Knotendurchmesserdiagramm einer realitätsnahen Turbinenlaufstufe
Die Eigenfrequenzen einer Turbinenlaufstufe lassen sich als Funktion des Knotendurch-
messers darstellen (siehe Abbildung 2.8). Bei niedrigen Knotendurchmessern sind die
Systemschwingungen sowie Schwingungen der Scheibe dominant. Mit zunehmendem Kno-
tendurchmesser gehen diese in schaufeldominierte Schwingungsformen über. Dieser Über-
gang der Schwingungsformen ist in dem Knotendurchmesserdiagramm durch Überlagerung
der Symbole dargestellt. Hierbei ist eine eindeutige Zuordnung zu einer der Schwingungsfor-
men nicht möglich. Des Weiteren versteift sich die Schaufel. Dementsprechend ergibt sich
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auch eine erhöhte Einspannsteiﬁgkeit der Schaufel, wodurch die Eigenfrequenzen ansteigen.
Bei hohen Knotendurchmessern kann zudem der Einﬂuss der Deckbandkopplung zu einem
weiteren Anstieg der Eigenfrequenzen führen.
Anhand der schwarz gepunkteten Linie ist der Verlauf der Modefamilien der ersten Biegung
gekennzeichnet. Als Modefamilie werden Eigenmoden mit ähnlichen Schwingungsformen
für die Knotendurchmesser bezeichnet. Dies lässt sich für die erste Biegemode gut erkennen.
Für die betrachteten Mischformen der ersten Edgewise Biegung und der ersten Torsion
lassen sich keine kompletten Modefamilien über alle Knotendurchmesser identiﬁzieren.
In dem Knotendurchmesserdiagramm zeigen sich Veering-Regionen. Diese sind durch grau
gestrichelte Kreise gekennzeichnet. Das beschreibt Regionen, bei denen sich die Verläufe der
Eigenfrequenzen zweier Modefamilien stark annähern und anschließend wieder auseinander
gehen. In diesen Bereichen kann sich ein besonders großer Einﬂuss von Verstimmung zeigen
[20].
2.3 Fremderregte Schwingungen unverstimmter
Turbinenlaufstufen
2.3.1 Anregungsmechanismen von Turbinenlaufstufen
Die in Abschnitt 2.2 erläuterten Schwingungsformen können durch verschiedene Me-
chanismen angeregt werden. Dabei sind für Turbinenlaufstufen vor allem fremderregte
synchrone Schwingungen, Flattern und fremderregte nicht-synchrone Schwingungen re-
levant. Abbildung 2.9 zeigt das Campbell-Diagramm [4] aus einer Messung einer
Turbinenlaufstufe bei der MTU Aero Engines AG [13].
Die Abszisse zeigt die Drehzahl der Turbinenlaufstufe Ωrot und die Ordinate die Ei-
genfrequenzen f . Die maximalen Schwingungsamplituden sind in rot gekennzeichnet.
Des Weiteren lassen sich die Eigenfrequenzen als annähernd waagerechte Linien und die
Erregerordnungen als Geraden durch den Ursprung mit konstantem Anstieg erkennen.
Eine ausführliche Beschreibung dazu folgt in Abschnitt 2.3.2.
Fremderregte synchrone Schwingungen (Forced SV4) werden durch periodische Schwan-
kungen der auf das System wirkenden Gaskräfte hervorgerufen. Diese treten im Camp-
bell-Diagramm bei Kreuzungen der Eigenfrequenzen und Erregerordnungen auf.
Flattern (ﬂutter) ist eine selbsterregte Schwingung, welche durch eine Wechselwirkung zwi-
schen dem schwingenden System und dem umgebenden Fluid hervorgerufen wird. Hierbei
kommt es zu einer Rückkopplung der Schaufelschwingung und der aerodynamischen Kräfte.
4engl. Forced Synchronous Vibration
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Abbildung 2.9: Reales Campbell-Diagramm aus einer Messung einer
Turbinenlaufstufe bei der MTU Aero Engines AG [13]
Die Rückkopplung führt dabei so lange zu exponentiell anwachsenden Schwingungen, bis
nichtlineare Eﬀekte eintreten oder es zum Versagen der Schaufel kommt.
Außerdem existieren fremderregte nicht-synchrone Schwingungen (Forced NSV). Diese
können unter anderem aufgrund von Wirbelablösungen an der Schaufel auftreten [22].
In dem Campbell-Diagramm lassen sich fremderregte synchrone Schwingungen und
Flattern klar erkennen. Eine fremderregte nicht-synchrone Schwingung ist hingegen nicht
eindeutig identiﬁziert.
Der Fokus dieser Arbeit liegt auf den Analysen der fremderregten synchronen Schwin-
gungen. Zur Übersichtlichkeit werden diese im weiteren Verlauf der Arbeit lediglich als
fremderregte Schwingungen bezeichnet.
2.3.2 Fremderregung
Fremderregung stellt den Hauptanregungsmechanismus von Turbinenlaufstufen dar. Dabei
wird dem frei schwingenden System aus Gleichung (2.14) eine äußere periodische Kraft F (t)
aufgeprägt. Hierbei wird zwischen stationärer und transienter Anregung unterschieden.
Entsprechend ergibt sich die Bewegungsgleichung bei stationärer Anregung zu
Mu¨ + Du˙ + Ku = F0cos(Ωt) (2.21)
und bei transienter Anregung zu





mit a = Ωd
td
. (2.22)
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Hierbei entspricht td der Zeitdauer bis zum Erreichen der maximalen Erregerkreisfrequenz
Ωd der Resonanzdurchfahrt. Somit wird anhand des Parameters a die Beschleunigungsrate
während der Resonanzdurchfahrt beschrieben.
Abbildung 2.10: Schematische Darstellung von Nachlaufdellen [23]
Instationäre Druckschwankungen, welche durch das Durchlaufen von Nachlaufdellen des
vorausgehenden Leitschaufelgitters auftreten, stellen im Wesentlichen die Anregung dar.
Ebenfalls können nachfolgende Leitschaufelgitter durch den sich einstellenden Staudruck zu
einer Anregung führen. Hierbei erfahren die Laufschaufeln aufgrund der lokal verminderten
Strömungsgeschwindigkeit eine periodische Anregung in Höhe der Leitschaufelanzahl
NStator und deren Vielfachen je Umdrehung. Abbildung 2.10 zeigt die Schwankungen
in Höhe der Leitschaufelanzahl. Die Anzahl der gleichmäßig über den Umfang verteilten
Druckschwankungen bestimmt die sogenannte Erregerordnung (engl. Engine Order, EO)
der fremderregten Schwingung. Hieraus ergeben sich die im weiteren Verlauf der Arbeit
betrachteten Erregerordnungen zu
EO = k · NStator für k = 1,2,... . (2.23)
Anhand des Campbell-Diagramms ist es möglich die Drehzahlbereiche zu bestimmen,
bei denen während des Betriebs die Eigenfrequenzen der Turbinenlaufstufe die Erreger-
ordnungen kreuzen. Hierbei kommt es zu Resonanzen und in Folge dessen kann es zur
Ausprägung maximaler Schwingungsamplituden kommen. In Abbildung 2.11 ist ein
schematisches Campbell-Diagramm dargestellt. Innerhalb der senkrechten Linien ist
der stationäre Betriebsbereich der Turbinenlaufstufe dargestellt. Davor beﬁndet sich der
transiente Bereich, der schnell durchfahren wird. Die roten Symbole kennzeichnen die
kritischen Resonanzstellen für die betrachteten Erregerordnungen. Dies sind Resonanzen
im stationären Bereich oder in der Nähe davon.
Dabei sind in der Darstellung die Kreuzungspunkte der Eigenfrequenzen und Erreger-
ordnungen drehzahlweise berechnet. Der weitere Verlauf der Eigenfrequenzen ist interpoliert.
Hier ergibt sich mit zunehmender Drehzahl der Turbinenlaufstufe eine Fliehkraftverstei-
fung, wodurch die Eigenfrequenzen ansteigen. Dementgegen führt eine Erhöhung der
Temperatur zu einer Reduktion des Elastizitätsmoduls und somit auch der Eigenfrequen-
















Abbildung 2.11: Schematisches Campbell-Diagramm einer unverstimmten
Turbinenlaufstufe
zen. Deshalb ist eine genaue Kenntnis der Drehzahl und Temperatur notwendig, um die
Resonanzfrequenzen exakt abzubilden.
2.3.3 Aliasing
Eine Erregerordnung regt den Knotendurchmesser an, der der Erregerordnung entspricht.
Die Anzahl an Knotendurchmessern ist nach Gleichung (2.18) durch die Schaufelanzahl
N beschränkt. Allerdings ist auch eine Anregung durch Erregerordnungen, die größer als
NDmax sind, möglich. Dieser Eﬀekt wird als Aliasing bezeichnet.
Abbildung 2.12: Periodische Anregungsverläufe ausgewählter Erregerordnungen
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Zur Veranschaulichung wird dazu exemplarisch eine Laufstufe mit 8 Schaufeln angenommen.
Dementsprechend ist NDmax = 4. Abbildung 2.12 zeigt in schwarz die Anregungsamplitu-
de über den Umfang für den Knotendurchmesser ND=1. Des Weiteren sind die Anregungen
mit Erregerordnung 7 (N −ND = 8−1) und Erregerordnung 9 (N +ND = 8+1) farblich
dargestellt. Die einzelnen Schaufeln sind entsprechend des Umfangswinkels aufgetragen. Es
lässt sich erkennen, dass alle Anregungsverläufe die Schaufeln mit der gleichen Amplitude
schneiden. Daraus lässt sich schließen, dass alle Erregerordnungen N − ND und N + ND
den selben Knotendurchmesser ND anregen. Bei der Erregerordnung N −ND erfolgt diese
Anregung in umgekehrter Drehrichtung. Dies lässt sich besonders kompakt in folgender
Formulierung zusammenfassen [33]
EOalias = EO − l · N, (2.24)
wobei sich l durch die ganzzahlige Division
EO
N
= G + R (2.25)




G fürR  N2
G + 1 fürR > N2 .
(2.26)
Eine negative Alias-Erregerordnung beschreibt dabei den Fall einer umgekehrten Drehrich-
tung5.
2.3.4 Analyse fremderregter Schwingungen
In der Realität erfolgt die Anregung aufgrund eines Druckfeldes, das durch Reibung und
Verwirbelung nichtlinear ist. Für strukturmechanische Berechnungen wird in der Regel die
vereinfachte Annahme einer linearen und periodischen Anregung getroﬀen, so dass diese
durch ein lineares Anregungsfeld abgebildet werden kann.
Für die durchgeführten Analysen wird das lineare Anregungsfeld in Form einer Anre-
gungskraft in Strömungsrichtung am Knoten der maximalen axialen Auslenkung der
Eigenschwingung modelliert. Die Anregungskraft F0 wird dabei für alle Analysen verein-
heitlicht6.
5Eine Anregung erfolgt normalerweise entgegengesetzt der Drehbewegung der Laufstufe, eine umgekehrte
Drehrichtung entspricht somit einer Anregung in Drehbewegung der Laufstufe.
6Da im weiteren Verlauf der Arbeit Verhältnisse analysiert werden, führt dies im linearen Fall zu keiner
weiteren Einschränkungen















Abbildung 2.13: Auslenkung der Eigenschwingung in Strömungsrichtung mit
Darstellung der Anregungsmodellierung
Zur Fremderregung einer Schwingung muss die Anregungsfrequenz einer Eigenfrequenz
der Turbinenlaufstufe entsprechen. Des Weiteren muss die Anregungsverteilung mit der
Eigenschwingungsform übereinstimmen. Dazu muss der Phasenwinkel der Erregerordnung
bzw. Alias-Erregerordnung gleich dem Phasenwinkel der Eigenschwingungsform sein.
Daraus leitet sich die äquivalente lineare Anregung ab





für k = 1,...,N





für k = 1,...,N.
(2.27)
Durch Einsetzen in Gleichung (2.21) und Lösen des Gleichungssystems ergibt sich die
fremderregte Schwingungsantwort des unverstimmten Systems. Die Auswertung erfolgt an
dem Knoten mit der maximalen Gesamtauslenkung der fremderregten Schwingung. Abbil-
dung 2.14 zeigt die Amplitude über der Frequenz einer unverstimmten Turbinenlaufstufe.
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Abbildung 2.14: Fremderregte Schwingungsantwort aller Schaufeln einer unverstimmten
Turbinenlaufstufe
2.4 Fremderregte Schwingungen verstimmter
Turbinenlaufstufen
2.4.1 Schwingungsverhalten verstimmter Turbinenlaufstufen
Verstimmung (engl. Mistuning) beschreibt den Fall, bei dem die mechanischen Eigenschaf-
ten der Sektoren einer Turbinenlaufstufe unterschiedlich sind. Dadurch wird die zyklische
Symmetrie des Systems gestört. In der Realität treten bei einzelnen Schaufeln aufgrund
von Fertigungstoleranzen, Materialinhomogenitäten sowie Verschleiß stets Abweichungen
auf. Das Auftreten dieser Abweichungen wird in dieser Arbeit als Strukturverstimmung
modelliert.
Des Weiteren tritt Verstimmung als Folge unterschiedlicher Kontaktschließungen am
Schaufelfuß sowie Deckband auf. Dies wird in dieser Arbeit anhand der Dämpfungsver-
stimmung modelliert. Die Dämpfung in Turbinenlaufstufen setzt sich aus zwei Teilen
zusammen. Die mechanische Dämpfung besteht dabei aus der strukturellen Dämpfung
und den Verlusten durch Reibung an Kontaktstellen am Schaufelfuß und am Deckband.
Außerdem ergibt sich ein aerodynamischer Anteil als Folge der Energieabgabe der schwin-
genden Schaufeln an das umströmende Fluid. Die Angabe der Dämpfungsverstimmung
bildet dabei die Dämpfungsanteile kombiniert ab und es erfolgt keine explizite Berechnung
der einzelnen Anteile.
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Aufsplittung der doppelten Eigenwerte
Aufgrund des Verlusts der zyklischen Symmetrie tritt eine Aufsplittung der doppelten Eigen-
werte in zwei eng benachbarte Eigenwerte auf. Daraus ergeben sich doppelte Eigenmoden
für die selben dominierenden Knotendurchmesser mit unterschiedlichen Eigenfrequenzen.
Diese werden als Doppelmoden bezeichnet. Je stärker dabei die Verstimmung des Systems
ausgeprägt ist, umso stärker fällt auch die Aufsplittung aus [19]. Aufgrund dessen besteht
die Schwingung nicht mehr aus einer über den Umfang harmonischen Schwingungsform,
sondern setzt sich aus mehreren überlagerten Schwingungen unterschiedlicher Stärke zu-
sammen.
Dieser Einﬂuss lässt sich auch im Campbell-Diagramm verstimmter Turbinenlaufstufen
erkennen (siehe Abbildung 2.15). Anstelle einer eindeutigen Eigenfrequenzlinie tritt ein
Eigenfrequenzbereich auf. Dieser umfasst alle Eigenfrequenzen einer Modefamilie der ver-
stimmten Turbinenlaufstufe. Daraus folgt, dass Resonanzen im gesamten Frequenzbereich
einer Modefamilie auftreten können und somit auch in dem dazugehörigen Drehzahlbereich.
Dadurch ist es möglich, dass Resonanzen mit Modefamilien, die im transienten Bereich
liegen, auch im stationären Bereich zu Schwingungen angeregt werden können. Dies ist in
















Abbildung 2.15: Schematisches Campbell-Diagramm einer verstimmten
Turbinenlaufstufe
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Modelokalisierung
Verstimmung führt des Weiteren zu einer Konzentration der Schwingungsamplitude auf ei-
nige wenige Schaufeln. Gleichzeitig nimmt die Schwingungsamplitude der übrigen Schaufeln
ab. Dies wird als Modelokalisierung bezeichnet. Dabei kann es bis zu einer vollständigen
Lokalisierung kommen, bei der sich die Schwingungsamplitude auf eine einzelne Schaufel
konzentriert.
2.4.2 Analyse fremderregter Schwingungen
Aufgrund der Verstimmung kann ein Mode nicht mehr nur durch eine Erregerordnung
angeregt werden, sondern wird durch mehrere Erregerordnungen angeregt. Im Gegenzug
regt somit eine Erregerordnung auch mehrere Moden an. Die Systemantwort ergibt sich
aus der Überlagerung der Schwingungen der angeregten Moden. Abbildung 2.16 zeigt
exemplarisch die Schwingungsantwort aller Schaufeln einer verstimmten Turbinenlaufstufe.
Zur Übersichtlichkeit sind dabei einzelne Schaufeln farblich abgebildet, wohingegen die

















Abbildung 2.16: Exemplarische fremderregte Schwingungsantwort aller Schaufeln einer
verstimmten Turbinenlaufstufe
2.4.3 Amplitudenüberhöhung
Durch die Verstimmung ergibt sich eine Erhöhung der fremderregten Schwingungsam-
plitude im Vergleich zur unverstimmten Turbinenlaufstufe. Obwohl die Abweichungen
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der Materialparameter unter den einzelnen Schaufeln sehr gering sind, können hier über-
proportional große Amplitudenüberhöhungen im Vergleich zum unverstimmten System
auftreten. Dies ist vor allem auf die Kopplung zurückzuführen [5]. Durch die so erhöhten
dynamischen Spannungen kann die Lebensdauer der Turbinenlaufstufe deutlich verringert
sein.
Zur Quantiﬁzierung wird der Amplitudenüberhöhungsfaktor α verwendet. Dieser ist als
















Dieser gilt unter der Annahme, dass alle Moden gleich gedämpft sind und sich die Schwin-
gung vollständig auf eine Schaufel lokalisiert.
Es sei darauf hingewiesen, dass durch gezielte Verstimmung auch eine Reduktion der
Amplitude erzielt werden kann. Dazu sei auf [2] und [26] verwiesen.



























Abbildung 2.17: Resonanzdurchfahrt einer unverstimmten Turbinenlaufstufe bei
verschiedenen Beschleunigungsraten
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Bei einer Resonanzdurchfahrt kann ein unterschiedliches Verhalten zur stationären Analyse
auftreten. In Abbildung 2.17 ist die Schwingungsantwort einer unverstimmten Turbi-
nenlaufstufe bei zunehmender Beschleunigungsrate dargestellt. Hierbei ist die Frequenz
sowie die Amplitude auf die stationäre Analyse normiert.
Für eine niedrige Beschleunigungsrate zeigt die rote Kurve eine vergleichbare Schwingungs-
antwort zum stationären Fall. Mit zunehmender Beschleunigungsrate lässt sich für die
grüne und blaue Kurve eine Verschiebung des Maximums in Beschleunigungsrichtung
erkennen. Gleichzeitig ergibt sich eine Reduktion der maximalen Amplitude und Verbreite-
rung der Resonanzspitze. Zudem treten Schwebungen nach der Resonanz auf.
Somit lassen sich bei zunehmender Beschleunigungsrate die folgenden charakteristischen
Eigenschaften einer transienten Schwingungsantwort im Vergleich zur stationären Schwin-
gungsantwort zusammenfassen:
• Verschiebung der Resonanzfrequenz7
• Reduktion der maximalen Amplitude
• Verbreiterung der Resonanzspitze
• Auftreten von Schwebungen
In [10] wird nachgewiesen, dass diese Eﬀekte in Abhängigkeit von
• Dämpfung und
• Resonanzfrequenz
auftreten. Dem gegenüber zeigen die Schwingungsform sowie unterschiedliche Kontakt-
schließungen keinen Einﬂuss [11].
7Bei positiver Beschleunigung verschiebt sich die Resonanzfrequenz zu einer höheren Frequenz hin, bei
negativer Beschleunigung zu einer niedrigeren Frequenz.
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3 Probabilistische Grundlagen
3.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Ziel dieser Arbeit ist es anhand systematischer Analysen zu bestimmen, welchen Einﬂuss
unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen für das Elastizitätsmodul und für die
modale Dämpfung auf das Schwingungsverhalten von Turbinenlaufstufen zeigen. In Ab-
bildung 3.1 sind die Dichtefunktionen aller verwendeten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
dargestellt. Diese werden nachfolgend einzeln näher erläutert.
Alle Verteilungen sind dabei symmetrisch um den Mittelwert μ und durch dieselbe untere
Grenze a und obere Grenze b beschränkt. Dadurch ist eine direkte Vergleichbarkeit der
Verteilungen gewährleistet.
Abbildung 3.1: Dichtefunktionen der verwendeten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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3.1.1 Normalverteilung
Die Normalverteilung nach Gauß beschreibt eine stetige Verteilung um den Mittelwert μ









































Daraus ergibt sich das globale Maximum der Dichtefunktion bei x = μ, sowie zwei Wende-
punkte bei x = μ + σ und x = μ − σ. Die Normalverteilung ist nicht auf ein vorgegebenes
Intervall [a,b] beschränkt. Deshalb wird die Standardabweichung σ so festgelegt, dass
die untere Grenze des Intervalls bei a = μ − 3σ liegt und die obere Grenze b = μ + 3σ
entspricht. Werte außerhalb des Intervalls [a,b] werden nicht berücksichtigt.
3.1.2 Weibullverteilung
In dieser Arbeit kommt eine modiﬁzierte Form der Weibullverteilung zum Einsatz. Diese
wird in Anlehnung an Beirow [1] modelliert, der für die Schaufelfrequenzabweichung eine
Weibullverteilung ermittelt hat. Die zugehörige Dichtefunktion unter Verwendung des
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Formparameters κ, Skalenparameters η und Lageparameters γ lautet
f(x) = κ
ηκ






























Hiermit wird der Betrag der Schaufelfrequenzabweichung beschrieben. Um dadurch so-
wohl positive als auch negative Abweichungen darstellen zu können, wird das Ergebnis
gleichverteilt zufällig mit einem positiven oder negativen Vorzeichen multipliziert. Analog













Abbildung 3.4: modiﬁzierte Weibullverteilung
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3.1.3 Gleichverteilung
Als grundlegende Wahrscheinlichkeitsverteilung wird die Gleichverteilung verwendet. Hier-
bei wird jedem Wert in einem vorgegebenen Intervall [a,b] die gleiche Wahrscheinlichkeit
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Die Dreiecksverteilung beschreibt eine Zufallsgröße deren Argumente im Intervall [a,b]
eine linear verteilte Wahrscheinlichkeitsdichte abbilden. Der Mittelwert μ stellt eine
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Abbildung 3.7: künstliche Verteilung
Grundlegende Vorbetrachtungen haben gezeigt, dass eine deutliche Amplitudenüberhöhung
in Fällen auftritt, bei denen die Streuung der einzelnen Werte um den Mittelwert groß
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ist. Dieser Tatsache bedient sich die künstliche Wahrscheinlichkeitsverteilung. Dadurch
soll eine Annäherung an eine Worst Case Verteilung realisiert werden. Hierzu werden die
Paramter einer Weibull-Verteilung so gewählt, dass sich die Dichte- und Verteilungsfunktion
innerhalb des Intervalls [a,b] wie in Abbildung 3.7 ergeben.
3.2 Sampling Methoden
Grundlage der durchgeführten Analysen sind die unabhängigen Eingangsgrößen x jeder
Simulation für das Elastizitätsmodul und die modale Dämpfung mit den Verteilungs-
funktionen F (x). Anhand der durch Sampling Methoden erzeugten Werte müssen diese
Verteilungsfunktionen abgebildet werden.
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Abbildung 3.8: Schematische Darstellung des Simple Random Samplings
Das Simple Random Sampling (SRS) stellt eine einfach zu implementierende Sampling-
Methode dar. Alle Wertekombinationen der Eingangsgrößen x werden mit einem Zu-
fallszahlengenerator erzeugt. Der Zufallszahlengenerator berechnet dazu mittels eines
Initialisierungswerts gleichverteilte Zufallszahlen Z in einem bestimmten Wertebereich.
Diese können anhand der Verteilungsfunktion F (x) in Werte für die Eingangsgröße x mit
der entsprechenden Häuﬁgkeitsverteilung H(x) umgewandelt werden.
Abbildung 3.8 zeigt exemplarisch die Erzeugung normalverteilter Eingangsgrößen mittels
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Simple Random Samplings. In blau ist die Häuﬁgkeitsverteilung der Zufallsgröße Z darge-
stellt. Die rote Kurve entspricht der Verteilungsfunktion F (x) der Normalverteilung. Die
weißen Kreise zeigen die sich daraus ergebende Häuﬁgkeitsverteilung der Eingangsgröße.
Dabei lässt sich für x eine erhöhte Dichte im mittleren Bereich erkennen. Dies entspricht
der Dichtefunktion der Normalverteilung. Aufgrund der zufälligen Verteilung von Z wird
die Dichtefunktion jedoch nicht exakt abgebildet.
Somit hängt von der Verteilung der Zufallsgröße Z ab, wie genau die Verteilungsfunktion
der Eingangsgröße x abgebildet wird. Daraus ergibt sich eine hohe statistische Unsicherheit
bei einer geringen Anzahl an Simulationen [30].
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Abbildung 3.9: Schematische Darstellung des Latin Hypercube Samplings
Das Latin Hypercube Sampling (LHS) stellt eine Weiterentwicklung des Simple Random
Samplings dar. Hierbei wird der Wertebereich der Verteilungsfunktion F (x) in gleich große
Intervalle aufgeteilt. Die Anzahl der Intervalle richtet sich dabei nach der Anzahl der zu
erzeugenden Eingangsgrößen x. Innerhalb jedes Intervalls wird eine Zufallszahl Z erzeugt
und dann analog zum Simple Random Sampling in den Wertebereich der Eingangsgrößen
x transformiert. Durch dieses Verfahren wird eine genauere Abdeckung des Wertebereichs
der Eingangsgrößen sichergestellt.
Abbildung 3.9 zeigt exemplarisch die Erzeugung normalverteilter Eingangsgrößen mittels
Latin Hypercube Samplings. Es zeigt sich, dass die Dichtefunktion der Normalverteilung
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Abbildung 3.10: Schematische Darstellung des Box-Plots mit Bezeichnung der Parameter
Die Darstellung des Box-Plots enthält verschiedene Parameter der Statistik, welche die
Beschreibung der Lage und Streuung der Daten ermöglichen. Ein Box-Plot besteht dabei
prinzipiell aus einem Rechteck (Volllinie, blau) und zwei vertikalen Linien (Strichlinie,
schwarz). Diese Linien werden auch als Whisker bezeichnet und beginnen an der oberen
bzw. unteren Kante des Rechtecks. Die Oberkante des Rechtecks beschreibt das 75%-
Quantil und die untere Kante das 25%-Quantil. Innerhalb des Rechtecks liegen somit 50%
der ausgewerteten Daten. Die Höhe des Rechtecks kann entsprechend als Streuungsmaß
genutzt werden. Die Box beinhaltet zudem eine horizontale Linie, durch welche der Median
eingezeichnet wird. Dieser gruppiert die Daten mittig in zwei Bereiche und ermöglicht durch
seine Lage innerhalb der Box eine Aussage über die Schiefe der Stichprobe. Während ein
Median im unteren Bereich der Box auf eine rechtsschiefe Verteilung hindeutet, zeigt dieser
im oberen Bereich eine linksschiefe Verteilung der Daten. Das obere Ende der Whisker wird
in dieser Arbeit als das 97,5%-Quantil und das untere Ende als das 2,5%-Quantil deﬁniert.
Werte, die außerhalb dieser Grenze liegen, werden statistisch als Ausreißer behandelt.
4 Analysierte Modelle und verwendete Tools 31
4 Analysierte Modelle und verwendete
Tools
4.1 Analysierte Modelle
(a) Sektormodell der stark
vereinfachten Turbinenlaufstufe
(b) Vollmodell der stark vereinfachten
Turbinenlaufstufe
(c) Sektormodell der realitätsnahen
Turbinenlaufstufe
(d) Vollmodell der realitätsnahen
Turbinenlaufstufe
Abbildung 4.1: Analysierte Modelle mit Randbedingungen
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Die durchgeführten Analysen basieren auf zwei Modellen. Im weiteren Verlauf werden
diese als „stark vereinfachtes Modell“ und „realitätsnahes Modell“ bezeichnet.
Das stark vereinfachte Modell besteht aus 72 Schaufeln, die integral mit der Scheibe ver-
bunden sind. Das realitätsnahe Modell besteht aus 75 Schaufeln, die mittels Tannenbaum-
Verzahnung in die Scheibe gesteckt sind. Der Kontakt zwischen Schaufel und Scheibe wird
hierbei linear mittels Multiple Point Constraints (MPCs) modelliert.
Als Scheibenwerkstoﬀ wird für beide Modelle die Legierung IN-718 verwendet. Die Schau-
feln bestehen aus IN-100. Bei beiden Werkstoﬀen handelt es sich um Polykristalline.
Die Bewegung der Modelle ist an der Kontaktstelle zwischen Scheibe und Welle durch
Single Point Constraints (SPCs) in alle drei Raumrichtungen ﬁxiert. In Abbildung 4.1 ist
dies rot dargestellt. Des Weiteren ist die Bewegung der Scheibe an den blau gekennzeichne-
ten Stellen in tangentialer und axialer Richtung gesperrt. Hier beﬁnden sich in der Realität
die Kontaktstellen zu weiteren Turbinenlaufstufen, so dass dies den Randbedingungen im
Triebwerk ausreichend genau entspricht. Die Ausdehnung in radialer Richtung aufgrund
der Fliehkraft ist weiterhin möglich.
Der Deckbandkontakt wird linear approximiert. Die lineare Modellierung wird durch
MPCs in alle drei Raumrichtungen realisiert. Die in der Realität auftretende Reibung im
Deckband ist nicht Fokus dieser Arbeit. Dabei gibt es mehrere mögliche Kontaktstellen für
die Deckbandkopplung. Abbildung 4.2 zeigt eine schematische Ansicht einiger möglichen
Deckbandkontaktstellen von oben. Zusätzlich wird die Anzahl gekoppelter Knoten nach
empirischer Kenntnis der MTU Aero Engines AG für die verschiedenen Schwingungsformen
unterschiedlich gewählt.
Abbildung 4.2: Schematische Darstellung von Kontaktstellen der Deckbandkopplung
Für die Analysen wird eine konstante Temperatur von 1100 K angenommen.
Die Rotordrehzahl und dem entsprechend die Fliehkraft ergibt sich aus der Resonanz-
frequenz der analysierten Moden. Diese wird als statische Last modelliert, wobei die
Corioliskraft vernachlässigt wird. Der Einﬂuss der Corioliskraft auf das dynamische Ver-
halten wird in [25] diskutiert.
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4.2 Analyse verstimmter Systeme mittels CalculiX
CalculiX ist ein Finite Elemente Programm zur dreidimensionalen Strukturberechnung
[8][34]. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird es zur Berechnung der linearen Dynamik der
Turbinenlaufstufen eingesetzt.
4.2.1 Lineare dynamische Berechnungen
Die Berechnung fremderregter Schwingungen mittels CalculiX gliedert sich in drei
Schritte. Als erstes wird ein statischer Schritt gerechnet, darauf folgt ein Frequenz Schritt
und abschließend in Abhängigkeit der Anregung ein Steady State Dynamics oder Modal
Dynamics Schritt.
• Statischer Schritt: Als erstes wird in dem statischen Schritt die Zentrifugalkraft auf
die Turbinenlaufstufe aufgebracht. Dies geschieht anhand des Schlagworts *STATIC.
Die Zentrifugalkraft richtet sich dabei nach der Rotordrehzahl. Sie wirkt auf alle
Elemente der Turbinenlaufstufe.
• Frequenz Schritt: In dem Frequenz Schritt werden die Eigenfrequenzen und Eigen-
moden der Turbinenlaufstufe berechnet. Dazu kann die Anzahl der zu berechnen-
den Werte festgelegt werden. Der Frequenz Schritt wird anhand des Schlagworts
*FREQUENCY eingeleitet. Mit dem Parameter PERTURBATION=YES lassen sich
die Berechnungen unter Berücksichtigung der Zentrifugalkraft aus dem vorherge-
henden statischen Schritt durchführen. Die Eigenfrequenzen, Eigenmoden und die
Massenmatrix werden durch Angabe des Parameters STORAGE=YES zur weiteren
Verwendung in einer Datei gespeichert.
• Steady State Dynamics: In dem Steady State Dynamics Schritt wird die stationäre
Schwingungsantwort der Turbinenlaufstufe bei harmonischer Anregung mit kon-
stanter Amplitude berechnet. Dazu wird angenommen, dass sich die Schwingung
aus der Überlagerung der Eigenmoden ergibt. Der Steady State Dynamics Schritt
wird anhand des Schlagworts *STEADY STATE DYNAMICS eingeleitet. Zur Be-
rechnung der Schwingungsantwort wird auf die zuvor gespeicherten Eigenmoden
zurückgegriﬀen.
• Modal Dynamics: In dem Modal Dynamics Schritt wird die transiente Schwin-
gungsantwort der Turbinenlaufstufe berechnet. Dieser wird anhand des Schlagworts
*MODAL DYNAMIC eingeleitet. Dabei ist dieser Schritt ähnlich zu dem Steady
State Dynamics Schritt. Allerdings ändert sich die Frequenz der Anregung linear.
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In [10] wird gezeigt, dass die transiente Schwingungsantwort exponentiell stabil ist.
Somit ist es nicht nötig die numerische Analyse einer Resonanzdurchfahrt beginnend
bei der Drehzahl Null zu rechnen, sondern es ist möglich bei einer Drehzahl erst kurz
vor der Resonanz zu beginnen.





























































Abbildung 4.3: Vergleich der fremderregten Schwingungsantwort des Sektormodells mit
zyklisch symmetrischen Randbedingungen und des Vollmodells
Unter der Annahme identischer Sektoren ist es ausreichend, das Schwingungsverhalten
einer Turbinenlaufstufe unter Verwendung eines Sektors mit zyklisch symmetrischen Rand-
bedingungen zu modellieren. Dies führt zu einer Reduktion der Freiheitsgrade und somit
auch der Rechendauer. Bei der Betrachtung des verstimmten Systems ist diese Annahme
allerdings nicht mehr gerechtfertigt und es muss das gesamte Vollmodell der Turbinenlauf-
stufe modelliert werden. Zum Erzeugen des Vollmodells ausgehend von dem Sektormodell
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wird ein bereits vorhandenes Skript [21] verwendet und auf die Anwendung angepasst. Die
Materialparameter, Randbedingungen und das Netz werden von dem Sektormodell über-
nommen und auf das Vollmodell übertragen. Dabei wird für jede Schaufel ein Elementset
erstellt, um so später individuelle Materialparameter zuweisen zu können.
Für das Sektormodell mit zyklisch symmetrischen Randbedingungen und das Vollmodell
müssen die Ergebnisse in Frequenz und Amplitude übereinstimmen. Deshalb werden für
beide Modelle stationäre fremderregte Analysen durchgeführt. Abbildung 4.3 zeigt die
Schwingungsantwort der Schaufeln des realitätsnahen Modells für die ersten drei auftre-
tenden Moden. Mit der durchgezogenen roten Linie ist dabei die Schwingungsantwort des
Sektormodells mit zyklisch symmetrischen Randbedingungen dargestellt. Die gestrichel-
te grüne Linie zeigt die Schwingungsantwort des Vollmodells. Es lässt sich eine exakte
Übereinstimmung zwischen dem Sektormodell mit zyklischen Randbedingungen und dem
Vollmodell erkennen. Hiermit ist das erzeugte Vollmodell für die folgenden Analysen
validiert.
4.2.3 Verstimmungsmodellierung
Verstimmung kann durch eine Erweiterung der Bewegungsgleichung (2.14)
(M + ΔM)u¨ + (D + ΔD)u˙ + (K + ΔK)u = 0 (4.1)
beschrieben werden. Hierbei repräsentieren ΔM und ΔK den Einﬂuss der Strukturver-
stimmung und ΔD den Einﬂuss der linearen Dämpfungsverstimmung. Die Änderung
der Massenmatrix ΔM und der Steiﬁgkeitsmatrix ΔK haben linearen Einﬂuss auf das
Schwingungsverhalten. Dadurch ist es möglich, den kombinierten Einﬂuss lediglich durch
eine Änderung der Masse oder der Steiﬁgkeit abzubilden. Aufgrund der besseren Adap-
tierbarkeit wird in dieser Arbeit eine Anpassung der Steiﬁgkeit der Einzelschaufeln durch
eine Änderung des Elastizitätsmoduls gewählt. Der dadurch resultierende Einﬂuss auf die




Die Dämpfungsverstimmung wird linear anhand der Änderung der modalen Dämpfung
modelliert. Durch die Annahme der modalen Dämpfung ist es hierbei möglich direkt das
verstimmte Lehr’sche Dämpfungsmaß je Mode anzugeben.
Für die Modellierung der Verstimmung wird der dimensionslose Parameter δ verwen-
det. Zur Erzeugung von δ in Abhängigkeit verschiedener Wahrscheinlichkeitsverteilungen
mittels Simple Random Samplings wird ein Fortran Skript implementiert. Dabei ist der
4.3 Analyse verstimmter Systeme mittels ROCMAN 36
grundlegende Ablauf für Strukturverstimmung und Dämpfungsverstimmung identisch. Zu
Beginn wird ein Zufallszahlengenerator mit der Systemzeit initialisiert. Diese wird bis
auf Nanosekunden genau aufgelöst, um deterministische Wiederholungen zu vermeiden.
Anschließend kann zwischen den in Abschnitt 3.1 beschriebenen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen gewählt werden. Bei gleichverteilten Ergebnisgrößen wird direkt auf die
Fortran-Funktion call random_number zurückgegriﬀen. Alle anderen Verteilungen wer-
den aus den gleichverteilten Zufallszahlen durch numerische Integration der Dichtefunktion
ermittelt.
Der erzeugte Verstimmungsparameter δ stellt einen Abweichungsfaktor vom Nominalwert
dar. Das verstimmte Elastizitätsmodul bzw. Lehr’sche Dämpfungsmaß ergeben sich somit
zu
Ek,mis = δEk · Enom, für k = 1,...,N
ζk,mis = δζk · ζnom, für k = 1,...,Nm.
(4.3)
Hierbei entspricht Ek,mis dem verstimmten Elastizitätsmodul der k-ten Schaufel, Enom
dem nominalen Elastizitätsmodul und δEk dem dimensionslosen Verstimmungsparameter
für das Elastizitätsmodul der k-ten Schaufel. Analog gilt das für das verstimmte Lehr’sche
Dämpfungsmaß ζk,mis, wobei hier k den jeweiligen Mode beschreibt und Nm die Anzahl
verstimmter Moden.
4.3 Analyse verstimmter Systeme mittels ROCMAN
Da eine Finite Elemente Rechnung des verstimmten Vollmodells der Turbinenlaufstufe auf-
grund der hohen Freiheitsgradanzahl sehr viel Rechenkapazität benötigt, wird nachfolgend
das Tool ROCMAN des Instituts für Nichtlineare Mechanik und des Instituts für Luft-
fahrtantriebe der Universität Stuttgart betrachtet. Dieses reduziert die Freiheitsgradanzahl
des Modells und ermöglicht anschließend die eﬃziente Analyse der Eigenschwingungen
und fremderregter Schwingungen. Um spätere Ergebnisse bewerten zu können, werden die
implementierten Verfahren zur Modellreduktion ausführlich erläutert [27].
4.3.1 Modellreduktion in ROCMAN
Zur Reduktion der Freiheitsgrade wird das Verfahren der Component Mode Synthesis
(CMS) verwendet. Diese teilt das komplexe Gesamtsystem in mehrere Untersysteme auf.
Bei einer Turbinenlaufstufe sind das die Untersysteme Scheibe und Schaufel. Zusätzlich
werden die Freiheitsgrade nach inneren und äußeren Freiheitsgraden sortiert. Die äu-
ßeren Freiheitsgrade werden auch als Kopplungsfreiheitsgrade bezeichnet, da diese die
Untersysteme miteinander verbinden. Unter Verwedung der Craig-Bampton Methode
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[6] werden die inneren Freiheitsgrade in modale Koordinaten transformiert, wobei die
äußeren Freiheitsgrade in physikalischen Koordinaten verbleiben. Dadurch wird das spä-
tere Zusammensetzen der Untersysteme zum Gesamtsystem ermöglicht. Zuerst wird das
System als unverstimmt betrachtet und anschließend die Verstimmung der Schaufeln auf




Abbildung 4.4: Darstellung der Schaufel mit äußeren Freiheitsgraden
Die Freiheitsgrade der Schaufel (Index b für blade) werden unter Verwendung der Craig-
Bampton Methode reduziert. Dabei werden die inneren Freiheitsgrade ubf durch eine
Kombination von sogenannten ﬁxed interface modes Φ und constraint modes Ψ ersetzt,
während die äußeren Freiheitsgrade ubi in den physikalischen Koordinaten verbleiben. Zu
den äußeren Freiheitsgraden werden die Koppelknoten ubcpl und die Kontaktknoten des
Deckbands ubshr zusammengefasst. Unterteilt man analog die Massen- und Steiﬁgkeitsmatrix
































Die Eigenwerte und Eigenmoden der ﬁxed interface modes Φ ergeben sich, entsprechend
der Bezeichnung, unter der Fixierung der äußeren Freiheitsgrade. Das Eigenwertproblem
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vereinfacht sich zu
(Kbff − ω2jMbff )φbj = 0, (4.5)






folgen. Sie repräsentieren das dynamische
Verhalten des Systems. Die Anzahl der für die Reduktion verwendeten Moden m bestimmt
dabei die Genauigkeit des reduzierten Systems. Werden alle Moden beibehalten, entspricht
dies lediglich einer Transformation in den modalen Raum, jedoch keiner Reduktion.
Die constraint modes Ψ ergeben sich aus den Reaktionen des Systems durch nacheinander
aufgebrachte Einheitsverschiebungen auf einzelne Kopplungsfreiheitsgrade. Sie repräsentie-
ren eine statische Korrektur für das dynamische Verhalten. Die Verknüpfung der inneren
mit den äußeren Freiheitsgraden wird mit der statischen Guyan-Kondensation [9]
Ψ = −Kb −1ff Kbfi (4.6)
modelliert.
Aus der Kombination resultiert die Reduktionsbasis Θ. Diese reduziert die inneren Frei-





















Hierbei beschreibt pbm die modalen Freiheitsgrade entsprechend der ﬁxed-interface Bewe-
gung, wohingegen ubi in physikalischen Koordinaten aus der ursprünglichen Bewegungs-
gleichung (4.4) erhalten bleibt.
Die reduzierten Massen- und Steiﬁgkeitsmatrizen ergeben sich mit Hilfe der Craig-












⎦Θ = ΘTKbΘ. (4.9)
Um die einzelnen Schaufeln zum Vollmodell zu expandieren, werden die Matrizen mit der
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Abbildung 4.5: Darstellung der Scheibe mit äußeren Freiheitsgraden
Zyklische Reduktion
Zur Reduktion der Scheibe (Index d für disk) wird zuerst die zyklische Symmetrie ausge-
nutzt. Dabei werden die Freiheitsgrade nach den zyklischen Knoten des linken Rands udzyk,l






Dabei führt der rechte Rand udzyk,r die gleiche Schwingung wie der linke Rand udzyk,l nur
phasenverschoben aus (vgl. Abschnitt 2.2.3). Der Phasenwinkel ist abhängig von dem
Winkel α = 2π
N
zwischen zwei Sektoren und dem harmonischen Index h. Dies führt zu der

















. Hierbei bildet die
Rotationsmatrix T die Rotation vom rechten zum linken Rand ab. Um das vollständige
dynamische Verhalten der Scheibe, d. h. alle möglichen Knotendurchmesser und Dreh-
richtungen beschreiben zu können, müssen alle harmonischen Indizes h = 0,...,N − 1
betrachtet werden. Diese sind per Deﬁnition [14] voneinander entkoppelt, so dass die
Craig-Bampton Reduktion für jede Harmonische einzeln durchgeführt werden kann.
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dargestellt, wobei jede Untermatrix einem harmonischen Index entspricht. Die Tilde stellt
zyklische Koordinaten der Koppelknoten dar.
Reduktion nach Craig-Bampton































Analog zu Abschnitt 4.3.2 werden die Freiheitsgrade unter Verwendung der Craig-
Bampton Methode reduziert. Daraus folgen die reduzierten Matrizen in globalen Koordi-











4.3.4 Zusammensetzen des Vollmodells
Nach der Reduktion der Untersysteme und deren Expansion zum vollen System, bestehend
aus N Sektoren, wird die Kopplung zwischen den Untersystemen hergestellt. Es wird ein
identisches Verhalten der Koppelknoten gefordert, so dass
u¯bcpl,i = u¯dcpl,i (4.19)
gelten muss. Des Weiteren wird ein identisches Netz angenommen.
Da die Koppelknoten der Schaufel noch in physikalischen Koordinaten vorliegen, werden
diese analog den Koppelknoten der Scheibe in zyklische Koordinaten transformiert. Dazu
wird die Fouriermatrix F¯ verwendet




N ; k,l = 1,...,N. (4.20)
Die Knoten des Deckbands u¯bshr bleiben weiterhin in physikalischen Koordinaten erhalten.
8Die Angabe des harmonischen Index wird zur Übersichtlichkeit weggelassen.
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ubcpl
udcpl
Abbildung 4.6: Zusammensetzen der Untersysteme













I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 F¯ 0 0



































M˜dred,mm M˜dred,mi 0 0
M˜dred,im M˜dred,ii + F¯HM¯bred,iiF¯ F¯HM¯bred,im 0
0 M¯bred,miF¯ M¯bred,mm M¯bred,mshr













K˜dred,mm K˜dred,mi 0 0
K˜dred,im K˜dred,ii + F¯HK¯bred,iiF¯ F¯HK¯bred,im 0
0 K¯bred,miF¯ K¯bred,mm K¯bred,mshr
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4.3.5 Reduktion der Kopplungsfreiheitsgrade
Die Ordnung des Systems ist immer noch durch eine hohe Anzahl an Kopplungsfreiheits-
graden bestimmt. Deshalb werden auch diese modal reduziert. Die Reduktionsbasis ergibt
sich durch Lösen des Eigenwertproblems
(K˜red,ii − ω2iiM˜red,ii)φ˜ii = 0 (4.24)
mit M˜red,ii und K˜red,ii, die in Gleichung (4.22) und (4.23) die Kopplung zwischen Schaufel
und Scheibe abbilden. Durch Betrachtung lediglich der gewünschten Anzahl m der ersten












I 0 0 0
0 Φ˜m,ii 0 0
0 0 I 0





















und die Matrizen des Vollmodells
Mcms,red = ΘTi McmsΘi (4.26)
Kcms,red = ΘTi KcmsΘi. (4.27)
4.3.6 Verstimmungsapplikation
Zur Beschreibung der Verstimmung wird analog zu Abschnitt 4.2.3 der dimensionslose
Verstimmungsparameter δ verwendet. Die Strukturverstimmung wird identisch durch
Variation des Elastizitätsmoduls und die Dämpfungsverstimmung durch Variation der
modalen Dämpfung modelliert. Hierdurch wird die Vergleichbarkeit der beiden Tools








Hierbei entspricht ωmis,k der verstimmten Eigenkreisfrequenz der k-ten Schaufel und
ωnom der nominalen Eigenkreisfrequenz. Die Eigenkreisfrequenz wird dabei für die freie
Einzelschaufel bestimmt. Somit beschreibt der Verstimmungsparameter δE den Einﬂuss der
Verstimmung auf die Schwingungsform bei freiem Deckband. Um allerdings die Kopplung
am Deckband zu ermöglichen, müssen die Kontaktknoten des Deckbands ubshr ﬁxiert
werden. Dadurch ergibt sich eine grundlegend abweichende Schwingungsform.
Dies ist in Abbildung 4.7 schematisch für die erste Biegeschwingung eines Balkens
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freies Deckband Deckbandkopplung
Abbildung 4.7: Schematische Darstellung der ersten Biegeschwingung eines Balkens bei
verschiedenen Einspannungen
dargestellt. Um den identischen Einﬂuss der Verstimmung auf die Schwingungsform mit
Deckbandkopplung zu erfassen, wird eine Verstimmungs-Projektion angewandt [3]. Die
verstimmte Steiﬁgkeitsmatrix Kbmis,k der k-ten Schaufel ergibt sich dadurch zu
Kbmis,k = Kbred + ΔKbmis,k, (4.29)
mit der nominalen Steiﬁgkeitsmatrix Kbred und der Verstimmungsmatrix ΔKbmis,k. Die











Hierbei entspricht Ψbshr den constraint modes zu den Deckbandfreiheitsgraden und Φb den
ﬁxed-interface modes der Einzelschaufel aus Gleichung (4.5). Im Gegensatz dazu werden
die normal ﬁxed-interface modes Φbcnt ohne eine Fixierung der Deckbandfreiheitsgrade
bestimmt. Diese transformieren die Verstimmungsmatrix in physikalische Koordinaten.
Durch Θbshr erfolgt die Projektion auf die Harmonischen des Vollmodells.
4.3.7 Kopplung der Deckbandfreiheitsgrade
Die Kopplung der Deckbandfreiheitsgrade wird mittels einer festen Kopplung realisiert.
Dazu wird die Bewegungsgleichung des reduzierten Systems betrachtet
Mcms,redu¨ + Kcms,redu = f + g. (4.32)
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Hierbei entspricht f dem Vektor der externen Kräfte und g dem Vektor der Kontaktkräfte
zwischen den Deckbändern. Die Knoten des Deckbands liegen in physikalischen Koordinaten
vor (vgl. Gleichung (4.21)). Dadurch ist eine direkte Kopplung der Knoten möglich. Es
wird die Verträglichkeitsbedingung
Bu¯bshr,k = 0 (4.33)
mit der vorzeichenbehafteten Zuordnungsmatrix B aufgestellt. Diese enthält die Werte




1 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 −1 0




















⎥⎥⎥⎦ = 0. (4.34)
Aus dem Kräftegleichgewicht folgt die Forderung
LTg = 0, (4.35)
mit u = Lq. Da Gleichung (4.33) für alle q gelten muss, muss L dem Nullraum von B
entsprechen
Bu = BLq = 0 ∀q ⇒ L = null(B). (4.36)













Daraus lässt sich die Bewegungsgleichung des gekoppelten Systems aufstellen
Mcms,redq¨ + Kcms,redq = f . (4.38)
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(b) farbliche Darstellung der vier Schaufeln mit der maximalen Amplitude mit ROCMAN
Abbildung 4.8: Exemplarische fremderregte Schwingungsantwort einer
strukturverstimmten Turbinenlaufstufe mit dem Tool CalculiX und dem Tool
ROCMAN
Durch die Modellreduktion lässt sich die Rechenzeit verringern. Besonders bei dem reali-
tätsnahen Modell ergibt sich ein deutlicher Vorteil. Deshalb wird nachfolgend analysiert,
inwiefern sich dies auf die Ergebnisse auswirkt.
Dazu werden stationäre fremderregte Analysen durchgeführt. Die Anregung erfolgt um-
laufend am Knoten mit der maximalen axialen Auslenkung der unverstimmten Turbi-
nenlaufstufe. In Abbildung 4.8 ist für eine exemplarische Materialverstimmung und
konstante Dämpfung die Schwingungsantwort des realitätsnahen Modells mit CalculiX
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(a) Abweichung der Resonanzfrequenz































maximale Amplitude bei unterschiedlicher Schaufel
maximale Amplitude bei gleicher Schaufel
(b) Abweichung der maximalen Amplitude
Abbildung 4.9: Probabilistischer Vergleich zwischen CalculiX und ROCMAN
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und ROCMAN dargestellt. Um die Ergebnisse vergleichen zu können, sind jeweils die vier
Schaufeln mit der maximalen Amplitude farblich dargestellt. Bei beiden Tools ergeben
sich die zwei maximalen Amplituden für die Schaufeln 53 und 66. Auf den ersten Blick
zeigt sich zudem ein ähnlicher Verlauf der Amplitude für diese Schaufeln. Allerdings
wird mit CalculiX die maximale Amplitude aller Schaufeln für Schaufel 66 berechnet,
wohingegen sich mit ROCMAN die maximale Amplitude aller Schaufeln für Schaufel 53
ergibt. Darüber hinaus sind die weiteren Schaufeln mit der maximalen Amplitude für die
beiden Tools unterschiedlich.
Zum probabilistischen Vergleich der Ergebnisse werden exemplarisch für das realitätsnahe
Modell 100 Simulationen mit normalverteiltem Elastizitätsmodul und konstanter Dämp-
fung gerechnet. Ausgewertet wird die Resonanzfrequenz und die maximale Amplitude der
ersten Biegung pro Simulation. Anschließend werden die Ergebnisse von ROCMAN ins
Verhältnis zu den Ergebnissen von CalculiX gesetzt.
In Abbildung 4.9 sind die Abweichung der Resonanzfrequenz, bei der sich die maximale
Amplitude ergibt, sowie die Abweichung der maximalen Amplitude dargestellt. Des Weite-
ren sind in Abbildung 4.9b in grüner Farbe die Simulationen markiert, bei denen die
maximale Amplitude bei der gleichen Schaufel auftritt, und in roter Farbe die Simulationen
dargestellt, bei denen sich die maximale Amplitude bei unterschiedlichen Schaufeln für die
beiden Tools ergibt.
Es zeigt sich, dass die Resonanzfrequenz durch ROCMAN im Mittel geringfügig niedriger
errechnet wird als durch CalculiX. Die maximale Streuung liegt allerdings im Bereich
von ±1%. Somit stimmen die beiden Tools bei der Berechnung der Resonanzfrequenzen
gut überein.
Die maximale Amplitude wird durch ROCMAN tendenziell höher als durch CalculiX
errechnet. Hierbei ergibt sich eine maximale Abweichung der Ergebnisse beider Tools
im Bereich von ±15%. Zudem wird durch die beiden Tools in 44/100 Simulationen die
maximale Amplitude für unterschiedliche Schaufeln berechnet.
Die starken Abweichungen lassen sich auf die im vorherigen Abschnitt ausführlich dar-
gestellte unterschiedliche Verstimmungsapplikation zurückführen. In CalculiX werden
die verstimmten Moden direkt für das Vollmodell berechnet, wohingegen ROCMAN die
verstimmten Moden der Einzelschaufel berechnet und anschließend auf das Vollmodell
projiziert. Diese Projektion stellt dabei lediglich eine Annäherung dar.
Aufgrund der Abweichungen besonders in der maximalen Amplitude werden die nachfol-
genden Analysen mittels CalculiX durchgeführt.
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Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Monte Carlo Vorgehensweise
Für die stationären Analysen werden Monte Carlo Simulationen durchgeführt. Der Ablauf
ist in Abbildung 5.1 schematisch dargestellt. Dieser gliedert sich in vier Schritte. Zuerst
werden die zufälligen Eingangsgrößen für das Elastizitätsmodul pro Schaufel und für die
modale Dämpfung pro Mode entsprechend der Verteilungen generiert. Mit diesen werden
die n Inputdatensätze gemäß der Anzahl an Simulationen zusammengestellt. Anschließend
werden die Simulationen unabhängig voneinander berechnet. Den letzten Schritt stellt die
statistische Analyse der berechneten Ausgangsgrößen Frequenz und Amplitude dar. Die
Amplitude kann in dieser Arbeit sowohl als Verschiebung als auch als Spannung verstanden
werden, da im linearen Fall ein direkter Zusammenhang zwischen beiden Größen besteht.
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5.2 Stark vereinfachtes Modell
Die Berechnungen in diesem Kapitel basieren auf dem stark vereinfachten Modell (sie-
he Abschnitt 4.1). Analysiert werden die ersten drei auftretenden Modefamilien: erste
Biegung, erste Torsion und zweite Biegung. Dabei werden jeder Schaufel individuelle Ma-
terialparameter zugewiesen. Für die analysierten Modefamilien wird eine unterschiedliche
Spannweite der Elastizitätsmodule angenommen. Es gilt ΔE1F = ΔE2F > ΔE1T . Analog
zur Strukturverstimmung werden auch für die Dämpfungsverstimmung unterschiedliche
Annahmen getroﬀen. Es gilt ζ1F = ζ2F > ζ1T . Alle Moden außerhalb des analysierten
Bereichs werden mit ζ 	 ζ1F,1T,2F gedämpft.
5.2.1 Bewertung des Stichprobenumfangs
Für die folgenden Analysen wird für jede Wahrscheinlichkeitsverteilung ein fester Stichpro-
benumfang von n = 250 Simulationen gerechnet. Dies stellt somit nur einen Anteil aus der




Abbildung 5.2: Ausgewählte Quantile der maximalen Amplitude und Resonanzfrequenz
für normalverteilte Strukturverstimmung und verschiedene Dämpfungsverstimmungen in
Abhängigkeit der Simulationszahl
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Deshalb wird im Voraus betrachtet, welche Quantile in guter Näherung ausgewertet wer-
den können und wie genau der vorgegebene Stichprobenumfang die Grundgesamtheit
abbildet. Dazu wird angenommen, dass ein deutlich größerer Stichprobenumfang von 2500
Simulationen die Grundgesamtheit ausreichend genau approximiert.
Für diesen Stichprobenumfang werden exemplarisch für normalverteilte Strukturverstim-
mung und die verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen für die Dämpfungsverstim-
mung stationäre fremderregte Simulationen durchgeführt. In Abbildung 5.2 sind die
97,5%-Quantile sowie der Median der Amplituden und Frequenzen in Abhängigkeit der
Simulationszahl für die erste Biegung dargestellt. Dabei sind die Amplituden und Fre-
quenzen auf den Wert bei 2500 Simulationen normiert. Die gerechnete Anzahl von 250
Simulationen ist durch die gestrichelte grau Linie markiert.
Die Amplitude zeigt eine deutlich stärkere Spannweite als die Resonanzfrequenzen. Deshalb
wird die Bewertung auf Grundlage der Amplituden durchgeführt.
Für den Stichprobenumfang n = 250 wird das 97,5%-Quantil mit einer Abweichung
δ97,5% = ±0,50% ermittelt. Eine Auswertung des 99%-Quantils ergibt eine größere Ab-
weichung. Des Weiteren führt eine Auswertung des 95%-Quantils zu keiner deutlichen
Reduktion der Spannweite. Um ein möglichst hohes Quantil bei einer geringen Streuung
auszuwerten, erfolgt deshalb im weiteren Verlauf der Arbeit die Auswertung der maxi-
malen Werte anhand des 97,5%-Quantils. Der Median lässt sich mit der Abweichung
δmedian = ±0,25% auswerten.
5.2.2 Probabilistischer Vergleich der Sampling Methoden
In Abschnitt 3.2 werden das Simple Random Sampling (SRS) und das Latin Hypercube
Sampling (LHS) sowie deren Vorteile vorgestellt. Aufgrund der Aufteilung der Verteilungs-
funktion und entsprechender Zuordnung der Zufallszahlen wird mit dem Latin Hypercube
Sampling der Wertebereich der einzelnen Parameter besser abgedeckt. Für die durchge-
führten Analysen stellt jedoch bei der Modellierung des Elastizitätsmoduls jede Schaufel
bzw. bei der Modellierung der modalen Dämpfung jeder Mode einen Parameter dar. Aus
diesen Parametern ergibt sich ein kombinierter Einﬂuss auf die Schwingungsantwort.
Deshalb wird nachfolgend analysiert, ob sich mit dem Latin Hypercube Sampling auch
ein Vorteil für die Analyse der gesamten Turbinenlaufstufe ergibt. Dazu wird das Simple
Random Sampling selbst implementiert, wohingegen für das Latin Hypercube Sampling
auf das Probabilistiktool ProSi des Instituts für Strömungsmechanik der TU Dresden
zurückgegriﬀen wird [31].
In Abbildung 5.3 sind die Box-Plots der maximalen Amplitude pro Schaufel dargestellt.
Grundlage sind 250 Simulationen mit normalverteilter Strukturverstimmung und konstan-
ter Dämpfung sowie 250 Simulationen mit normalverteilter Strukturverstimmung und
















































(b) Struktur- und Dämpfungsverstimmung
Abbildung 5.3: Box-Plots der maximalen Amplitude pro Schaufel
normalverteilter Dämpfungsverstimmung. Die Eingangsgrößen der Simulationen werden
jeweils einmal mittels Simple Random Samplings und einmal mittels Latin Hypercube
Samplings erzeugt. Mit den grau gestrichelten Linien sind das 97,5%-Quantil, der Median
und das 2,5%-Quantil für das Simple Random Sampling markiert.
Die maximale Amplitude wird bei Strukturverstimmung und konstanter Dämpfung für bei-
de Sampling Methoden vergleichbar berechnet. Dementgegen ergibt sich bei Struktur- und
Dämpfungsverstimmung ein größerer Unterschied in der maximalen Amplitude zwischen
dem Latin Hypercube Sampling und dem Simple Random Sampling. Bei Betrachtung der
Quantile und des Medians ergibt sich eine gute Übereinstimmung der Ergebnisse für beide
Sampling Methoden. Dies gilt für die Strukturverstimmung bei konstanter Dämpfung
sowie für die Strukturverstimmung und gleichzeitige Dämpfungsverstimmung.
Abbildung 5.4 zeigt den Verlauf des 97,5%-Quantils der maximalen Amplitude in Abhän-
gigkeit der Simulationszahl für normalverteilte Strukturverstimmung und normalverteilte
Dämpfungsverstimmung. Die Eingangsgrößen der Simulationen werden jeweils einmal
mittels Simple Random Samplings und einmal mittels Latin Hypercube Samplings erzeugt.
Hierbei zeigen beide Sampling Methoden starke Schwankungen des 97,5%-Quantils bis zu
einer Anzahl von n ≈ 40 Simulationen. Ab dieser Simulationszahl ergibt sich für beide
Methoden ein annähernd konstanter Verlauf des 97,5%-Quantils.
Insgesamt erzielen beide Sampling Methoden ähnliche Ergebnisse. Bei Betrachtung der
maximalen Amplitude für Struktur- und Dämpfungsverstimmung ergibt sich eine höhere
maximale Amplitude mit dem Latin Hypercube Sampling. Allerdings tritt diese lediglich
bei einer Simulation auf. Die Betrachtung des 97,5%-Quantils in Abhängigkeit der Simula-
tionszahl zeigt ab einer Anzahl von n ≈ 40 Simulationen keinen deutlichen Unterschied des
Latin Hypercube Samplings gegenüber dem Simple Random Sampling. Aus diesem Grund
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Abbildung 5.4: Verlauf des 97,5%-Quantils der maximalen Amplitude in Abhängigkeit
der Simulationszahl
wird zur Erzeugung der Eingangsgrößen im weiteren Verlauf der Arbeit das selbst imple-
mentierte Simple Random Sampling verwendet. Dies hat den zusätzlichen Vorteil, dass
direkt auf den Quellcode zugegriﬀen werden kann und somit auch modiﬁzierte Verteilungen






















Abbildung 5.5: Exemplarische Darstellung der ausgewerteten Frequenzen
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Zu Beginn wird die strukturverstimmte Turbinenlaufstufe betrachtet. Die modale Dämp-
fung ist hierbei konstant mit ζ1F = ζ2F > ζ1T . Dabei wird die Resonanzfrequenz, bei
der die Amplitude ihr Maximum erreicht, für jede Schaufel analysiert. Abbildung 5.5
zeigt die ausgewerteten Frequenzen an der Schwingungsantwort fünf exemplarischer Schau-
feln. Diese werden für alle Simulationen aufgetragen. Somit können für die analysierten
Modefamilien und verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen die in Abbildung 5.6
dargestellten Dichtefunktionen abgeleitet werden. Hierbei sind die Resonanzfrequenzen
auf die unverstimmte Resonanzfrequenz normiert und so skaliert, dass ±1 die Spannweite
des Verstimmungs-Inputs, des Elastizitätsmoduls, darstellt.
















































Abbildung 5.6: Dichtefunktionen der Resonanzfrequenzen für unterschiedliche
Strukturverstimmung
Es ergibt sich eine ähnliche Verteilung der Resonanzfrequenzen für die erste und zweite
Biegung. Bei diesen Modefamilien zeigen die verschiedenen Wahrscheinlichkeitsvertei-
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lungen der Elastizitätsmodule untereinander einen deutlich unterschiedlichen Einﬂuss
auf die Resonanzfrequenzen. Für die Normalverteilung und Dreiecksverteilung liegen
die meisten Resonanzfrequenzen in der Nähe der unverstimmten Resonanzfrequenz. Bei
weibullverteiltem Elastizitätsmodul ergeben sich zwei Maxima bei −0,25 und 0,25. Dies
entspricht der modiﬁzierten Form der Weibullverteilung der Elastizitätsmodule. Für die
künstliche Verteilungen ergeben sich ebenfalls zwei Maxima. Diese liegen im Vergleich zur
Weibullverteilung deutlich weiter auseinander bei −0,75 und 0,75. Auch hier entsprechen
die Resonanzfrequenzen der Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Elastizitätsmodule.
Die Gleichverteilung zeigt eine in etwa konstante Verteilung der Resonanzfrequenzen in
dem Bereich von −0,75 bis 0,75.
Alle Verteilungen sind dabei näherungsweise symmetrisch um die unverstimmte Reso-
nanzfrequenz. Die Spannweite um den Mittelwert ist für die künstliche Verteilung am
größten, was sich auf deren künstliche Form zurückführen lässt. Es ergeben sich mit
geringer Häuﬁgkeit Resonanzfrequenzen außerhalb des Bereichs von −1 bis +1.
Die Verteilungen der Resonanzfrequenzen der ersten Torsion weichen davon jedoch deutlich
ab. Die Unterschiede der verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen lassen sich hierbei
nicht mehr so deutlich erkennen.
Die Betrachtung der Weibullverteilung und der künstlichen Verteilung zeigt analog zu der
Normalverteilung und Dreiecksverteilung nur ein Maximum. Dies liegt für die Weibull-
verteilung bei der unverstimmten Resonanzfrequenz und für die künstliche Verteilung
unterhalb davon bei circa −0,5. Des Weiteren lässt sich keine konstante Verteilung der
Resonanzfrequenzen für die Gleichverteilung erkennen. Hier bildet sich ähnlich zu der
künstlichen Verteilung ein Maximum unterhalb der unverstimmten Resonanzfrequenz aus.
Zudem treten Resonanzfrequenzen in einem deutlich breiteren Bereich auf. Besonders für
gleichverteilte und künstlich verteilte Elastizitätsmodule treten Resonanzfrequenzen im
Bereich von −1,5 bis zu +2 auf. Außerdem treten für diese Verteilungen mehr Resonanz-
frequenzen unterhalb der unverstimmten Resonanzfrequenz auf, so dass keine Symmetrie
mehr erkennbar ist.
Die Ergebnisse lassen auf eine Abhängigkeit der Resonanzfrequenzen und der Schwingungs-
form schließen.
Einﬂuss der Dämpfung auf die Resonanzfrequenzen
Als nächstes wird der Einﬂuss der Dämpfung auf die Resonanzfrequenzen betrachtet. Dazu
wird zusätzlich zu der Strukturverstimmung eine Dämpfungsverstimmung aufgebracht.
Analog zu dem vorherigen Abschnitt werden die Resonanzfrequenz, bei der die Amplitude
ihr Maximum erreicht, für jede Schaufel analysiert.
In Abbildung 5.7 sind exemplarisch für die erste Biegung die Dichtefunktionen der
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Abbildung 5.7: Dichtefunktion der Resonanzfrequenzen für unterschiedliche
Dämpfungsverstimmung
Resonanzfrequenzen dargestellt. Dabei beschreibt die dunkelblaue Linie den Fall mit
Strukturverstimmung und konstanter Dämpfung. Die übrigen Farben zeigen die Resonanz-
frequenzen für unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Dämpfungsverstim-
mung. Dabei zeigen die Dichtefunktionen einen identischen Verlauf. Dieses Verhalten lässt
sich für alle analysierten Modefamilien betrachten.
Somit hat die Dämpfungsverstimmung keinen Einﬂuss auf die Resonanzfrequenz. Deshalb
ist es bei der weiteren Auswertung der Resonanzfrequenzen gerechtfertigt, lediglich das
strukturverstimmte System bei konstanter modaler Dämpfung zu betrachten.
Spannweite der Resonanzfrequenzen
Bei der Betrachtung der Dichtefunktionen treten für alle Modefamilien Resonanzfrequenzen
außerhalb der Spannweite des Elastizitätsmoduls auf. Um diese Spannweite der Resonanz-
frequenzen quantiﬁzieren zu können, wird der Box-Plot genutzt (siehe Abschnitt 3.3).
Abbildung 5.8 zeigt die Resonanzfrequenzen für die verschiedenen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen des Elastizitätsmoduls. Mit den grau gestrichelten Linien ist die Spannweite
des Elastizitätsmoduls dargestellt. In dieser Darstellung ergibt sich erneut eine Vergleich-
barkeit der ersten und zweiten Biegung.
Für die erste Biegung liegen bei Normalverteilung, Weibullverteilung sowie Dreiecksvertei-
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Abbildung 5.8: Box-Plots der Resonanzfrequenzen für unterschiedliche
Strukturverstimmung
lung alle Resonanzfrequenzen innerhalb der Spannweite des Elastizitätsmoduls. Zudem
treten ≈ 95% der Resonanzfrequenzen innerhalb eines Bereichs von ±50% der Spann-
weite auf und somit in der Nähe der unverstimmten Resonanzfrequenz. Die wenigen
Resonanzfrequenzen außerhalb der Spannweite bei gleichverteiltem und künstlich verteil-
tem Elastizitätsmodul lassen sich statistisch als Ausreißer deklarieren.
Für die zweite Biegung liegen für alle Verteilungen wenige Resonanzfrequenzen außerhalb
der Spannweite des Elastizitätsmoduls. Diese lassen sich jedoch ebenfalls statistisch als
Ausreißer deklarieren. Des Weiteren liegt der Median bei künstlicher Verteilung oberhalb
der unverstimmten Resonanzfrequenz. Dementsprechend treten häuﬁger Resonanzen in
diesem Bereich auf. Für beide Modefamilien liegen weder das 2,5%-Quantil noch das
97,5%-Quantil außerhalb der Spannweite des Elastizitätsmoduls.
Dementgegen weist die erste Torsionsmode für Resonanzfrequenzen oberhalb der unver-
stimmten Resonanzfrequenz eine mehr als doppelt so große Spannweite wie das Elas-
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tizitätsmodul auf. Bei Betrachtung der Normalverteilung und Weibullverteilung lassen
sich diese statistisch als Ausreißer deklarieren. Konträr dazu liegen für die Gleichvertei-
lung sowie künstliche Verteilung das 97,5%-Quantil geringfügig bzw. deutlich außerhalb
der Spannweite des Elastizitätsmoduls. Aufgrund der großen Spannweite der Resonanz-
frequenzen oberhalb der unverstimmten Resonanzfrequenz ergibt sich bei Betrachtung
der ersten Torsion ein breiter Frequenzbereich in dem Resonanzen auftreten können. Dies
führt dazu, dass die Schwingung in einem großen Drehzahlbereich angeregt werden kann.
Die deutlich unterschiedliche Spannweite für die unterschiedlichen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen zeigt darüber hinaus die Notwendigkeit, die zugrundeliegende Verteilung des
Verstimmungs-Inputs zu kennen.
Probabilistischer Vergleich des Elastizitätsmoduls mit der Resonanzfrequenz






























Abbildung 5.9: Probabilistischer Vergleich der Elastizitätsmodule und
Resonanzfrequenzen
Bei den Dichtefunktionen der Resonanzfrequenzen der ersten und zweiten Biegung in Ab-
bildung 5.6 lassen sich klar die Charakteristika der Wahrscheinlichkeitsverteilungen des
Verstimmungs-Inputs wiedererkennen. Deshalb wird überprüft, ob sich für die gekoppelten
Schaufeln im Vollmodell ein direkter Zusammenhang zwischen dem Verstimmungs-Input,
also dem Elastizitätsmodul, und der Resonanzfrequenz erkennen lässt. Dazu werden je
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Modefamilie zufällig für eine Verstimmungsverteilung die Resonanzfrequenzen und das
Elastizitätsmodul pro Schaufel nebeneinander aufgetragen. Die Ordinate ist hierbei auf
die Spannweite der Resonanzfrequenzen normiert. Für die erste und zweite Biegung zeigt
sich größtenteils ein direkter Zusammenhang. Jedoch lässt sich dieser nicht eindeutig
für alle Schaufeln erkennen. In den vergrößerten Ausschnitten sind die Abweichungen
dargestellt. Bei Betrachtung der ersten Torsion stellt sich kein eindeutiger Zusammenhang
zwischen der Resonanzfrequenz und dem Elastizitätsmodul mehr ein. Daraus folgt, dass
aus gemessenen Resonanzfrequenzen für das Vollmodell keine eindeutigen Aussagen über






















Abbildung 5.10: Exemplarische Darstellung der ausgewerteten Amplituden
Als nächstes werden die Amplituden der verstimmten Turbinenlaufstufe betrachtet. Dabei
werden die maximalen Amplituden für jede Schaufel analysiert. Abbildung 5.10 zeigt
die ausgewerteten Amplituden an der Schwingungsantwort fünf exemplarischer Schaufeln.
Diese werden für alle Simulationen aufgetragen. Somit ergeben sich für die analysierten
Modefamilien und verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen die in Abbildung 5.11
dargestellten Dichtefunktionen. Auf der linken Seite ist hierbei das System mit Struk-
turverstimmung und konstanter modaler Dämpfung dargestellt. Auf der rechten Seite
ist der Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung dargestellt. Dazu wird exemplarisch von
normalverteilter Strukturverstimmung ausgegangen. Die Amplitude ist auf die Amplitude
des unverstimmten Systems normiert.
Es zeigt sich eine ähnliche charakteristische Form für alle Modefamilien und Wahrscheinlich-
keitsverteilungen. Analog zu den Resonanzfrequenzen lässt sich erneut eine gute Vergleich-
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(a) Erste Biegung -
Strukturverstimmung

















(b) Erste Biegung -
Struktur- und Dämpfungsverstimmung















(c) Erste Torsion -
Strukturverstimmung

















(d) Erste Torsion -
Struktur- und Dämpfungsverstimmung















(e) Zweite Biegung -
Strukturverstimmung

















(f) Zweite Biegung -
Struktur- und Dämpfungsverstimmung
Abbildung 5.11: Dichtefunktionen der maximalen Amplitude pro Schaufel für
verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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barkeit der ersten und zweiten Biegung erkennen. Hierbei führen die Normalverteilung,
Weibullverteilung sowie Dreiecksverteilung auf den ersten Blick zu identischen Ergebnissen.
Lediglich die Gleichverteilung und künstliche Verteilung zeigen geringfügige Abweichungen.
Dementgegen ist der Einﬂuss der unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen bei
Betrachtung der ersten Torsion größer. Hier ergeben sich deutlich stärkere Abweichungen
der Amplitude. Zudem ist ein größerer Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung erkennbar.
Besonders auﬀällig ist dabei die künstliche Verteilung.
Median der Amplitude
Für alle Modefamilien und Wahrscheinlichkeitsverteilungen liegt auf den ersten Blick
die Mehrheit der Amplituden unterhalb der Amplitude des unverstimmten Systems. Aus
diesem Grund wird in nachfolgendem Abschnitt der Median der Amplitude analysiert. Der
Median wird anstelle des Mittelwerts gewählt, da dieser eine geringere Empﬁndlichkeit
gegenüber Ausreißern aufweist. Somit ist für die Anzahl von 250 Simulationen eine
bessere Vergleichbarkeit innerhalb der Verteilungen gewährleistet. Bei einem exemplarischen
Vergleich des Medians und Mittelwerts zeigt sich allerdings, dass zwischen beiden Werten
nur geringfügige Abweichungen auftreten (siehe Anhang A).
Abbildung 5.12 zeigt die maximale Amplitude pro Schaufel für die verschiedenen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen. Mit der grau gestrichelten Linie ist die Amplitude der unver-
stimmten Turbinenlaufstufe dargestellt.
Zunächst wird die strukturverstimmte Turbinenlaufstufe ohne Dämpfungsverstimmung
betrachtet. Hierbei zeigt sich im verstimmten Fall im Vergleich zum unverstimmten
Referenzfall eine deutliche Reduktion des Medians.
Diese Reduktion tritt für alle betrachteten Modefamilien und für alle Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf. Des Weiteren ist der Betrag der Reduktion bei Betrachtung der ersten
und zweiten Biegung für alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen in etwa konstant.
Lediglich bei Betrachtung der ersten Torsion ergibt sich für die Gleichverteilung und
künstliche Verteilung eine weitere Reduktion des Medians.
Betrachtet man lediglich die Normalverteilung und Weibullverteilung liegt die Reduktion
für alle drei Modefamilien systematisch im Bereich von 15% bis 20%. Die maximale Abwei-
chung des Medians vom unverstimmten System zeigt die zweite Torsion für die künstliche
Verteilung mit −35%.
Die rechte Seite der Abbildung 5.12 zeigt den Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung.
Ausgehend von exemplarisch normalverteilter Strukturverstimmung sind die Amplituden
für unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Dämpfungsverstimmung darge-
stellt. Dabei zeigen die Normalverteilung, Weibullverteilung und Dreicksverteilung keinen
weiteren Einﬂuss auf den Median der Amplituden. Bei Betrachtung der Gleichverteilung












































































































































































































































































































(f) Zweite Biegung -
Struktur- und Dämpfungsverstimmung
Abbildung 5.12: Box-Plots der maximalen Amplitude pro Schaufel für verschiedene
Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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und der künstlichen Verteilung zeigt sich eine Erhöhung des Medians und somit eine An-
näherung zum unverstimmten System. Der maximale Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung
ergibt sich für die künstlich verteilte Dämpfungsverstimmung. Dies führt für die erste






















Abbildung 5.13: Exemplarische Darstellung der ausgewerteten maximalen Amplitude
Entscheidend für die Lebensdauer ist die maximale Amplitude. Deshalb wird in diesem
Unterkapitel die maximale Amplitude der Turbinenlaufstufe analysiert. Abbildung 5.13
zeigt die ausgewerteten maximalen Amplituden an der Schwingungsantwort fünf exempla-
rischer Schaufeln. Diese wird für alle Simulationen aufgetragen. Das Whitehead-Limit bei











Zunächst wird die strukturverstimmte Turbinenlaufstufe ohne Dämpfungsverstimmung
betrachtet. Die maximale Amplitude liegt hierbei für alle Modefamilien und Wahrschein-
lichkeitsverteilungen deutlich unterhalb des Whitehead-Limits.
Bei Betrachtung der ersten Biegung zeigen sich zwischen den verschiedenen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen nur geringe Unterschiede. Die maximale Amplitude pro verstimmter
Turbinenlaufstufe ist für alle Simulationen höher als die maximale Amplitude der un-
verstimmten Turbinenlaufstufe. Im Mittel ergibt sich eine um 40% erhöhte maximale
Amplitude im Vergleich zum unverstimmten System. Die 97,5%-Quantile liegen für die
Normalverteilung, Weibullverteilung, Dreiecksverteilung und Gleichverteilung im Bereich
von 1,60 − 1,65. Die künstliche Verteilung zeigt mit 1,72 das höchste 97,5%-Quantil und

















































































































































































































































































(f) Zweite Biegung -
Struktur- und Dämpfungsverstimmung
Abbildung 5.14: Box-Plots der maximalen Amplitude pro Turbinenlaufstufe für
verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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mit 1,83 das höchste Maximum.
Die maximalen Amplituden der ersten Torsion zeigen größere Unterschiede für die un-
terschiedlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Zudem treten hierbei größere maximale
Amplituden auf. Für die Normalverteilung und Weibullverteilung liegt das 97,5%-Quantil
bei 1,75. Die höchsten Werte ergeben sich erneut für die künstliche Verteilung. Hierbei
liegt das 97,5%-Quantil bei 2,05 und das Maximum bei 2,3. Dies stellt das Maximum
für alle Modefamilien und Wahrscheinlichkeitsverteilungen dar. Daraus folgt, dass das
Whitehead-Limit von 4,74 für die betrachtete Turbinenlaufstufe und die betrachteten
Modefamilien sehr konservativ ist.
Bei der Betrachtung der zweiten Biegung ergeben sich ähnliche Ergebnisse für die un-
terschiedlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Das 97,5%-Quantil liegt im Bereich von
1,68 − 1,74. Das höchste Maximum zeigt die Normalverteilung bei 1,96.
Die rechte Seite der Abbildung 5.14 zeigt den Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung.
Ausgehend von exemplarisch normalverteilter Strukturverstimmung sind die maximalen
Amplituden pro Turbinenlaufstufe für unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
Dämpfungsverstimmung dargestellt. Die zusätzliche Dämpfungsverstimmung führt für alle
Modefamilien und Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu einer Erhöhung des 97,5%-Quantils
und des Maximums.
Der Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung ist dabei für die erste und zweite Biegung ähn-
lich. Hier ergibt sich für die Normalverteilung, Weibullverteilung und Dreiecksverteilung
eine Erhöhung des 97,5%-Quantils im Bereich von 5% − 10%. Die Gleichverteilung und
künstliche Verteilung führen zu einer Erhöhung von 20%.
Besonders auﬀällig sind die Ergebnisse der ersten Torsion. Hier zeigt sich ein sehr star-
ker Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung. Die Normalverteilung, Weibullverteilung und
Dreiecksverteilung führen zu einer weiteren Erhöhung des 97,5%-Quantils im Bereich von
35% − 60% sowie zu einer Erhöhung des Maximums um 60% − 85% im Vergleich zur
maximalen Amplitude der unverstimmten Turbinenlaufstufe. Für die Gleichverteilung und
künstliche Verteilung ergeben sich aufgrund der Dämpfungsverstimmung ein Maximum
bei 3,2 und 3,3 und somit eine weitere Erhöhung um 145% und 155% im Vergleich zur
Strukturverstimmung bei konstanter Dämpfung. Der kombinierte Eﬀekt von Struktur-
verstimmung und Dämpfungsverstimmung führt damit zur dreifachen Amplitude der
unverstimmten Turbinenlaufstufe. Außerdem ergeben sich für die Gleichverteilung und
künstliche Verteilung maximale Amplituden unterhalb der maximalen Amplitude des
unverstimmten Systems.
Die Dämpfungsverstimmung zeigt in diesem Abschnitt einen starken Einﬂuss auf die
Amplitude. Dies ist auf den Ansatz der Dämpfungsmodellierung in dieser Arbeit zurückzu-
führen. In der Realität nimmt die Reibung und aerodynamische Dämpfung mit steigender
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Amplitude zu. Somit werden die auftretenden Maxima stärker gedämpft. Dieser Eﬀekt
wird in dem gewählten Ansatz nicht berücksichtigt. Besonders die Überhöhungsfaktoren
bei Betrachtung der ersten Torsion werden deshalb in der Realität nicht beobachtet.
Der Einﬂuss der unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zeigt allerdings ana-
log zu der Frequenzanalyse die Notwendigkeit, die zugrundeliegende Verteilung des
Verstimmungs-Inputs zu kennen.
5.3 Realitätsnahes Modell
In diesem Kapitel sollen die an dem stark vereinfachten Modell gewonnenen Ergebnisse
mit einem realitätsnahen Modell validiert werden. Analysiert werden die ersten drei auf-
tretenden Modefamilien: erste Biegung, Mischform hauptsächlich erster Edgewise Biegung
und Mischform hauptsächlich erster Torsion9. Dabei wird analog zum stark vereinfachten
Modell für die analysierten Modefamilien eine unterschiedliche Spannweite der Elasti-
zitätsmodule angenommen. Es gilt ΔE1F > ΔE1E = ΔE1T . Des Weiteren gilt für die
Dämpfungsverstimmung ζ1F > ζ1E = ζ1T . Alle Moden außerhalb des betrachteten Bereichs
werden mit ζ 	 ζ1F,1E,1T gedämpft.
Die Dreiecksverteilung führt bei den Analysen des stark vereinfachten Modells zu keinen
zusätzlichen Erkenntnissen, so dass diese nicht betrachtet wird.
Aufgrund der deutlich größeren Anzahl an Freiheitsgraden und somit deutlich erhöhten
Rechenzeit im Vergleich zum stark vereinfachten Modell, werden für jede Wahrscheinlich-
keitsverteilung jeweils n = 100 Simulationen gerechnet. Dadurch erhöht sich die statistische
Unsicherheit im Vergleich zu den Analysen des stark vereinfachten Modells.
5.3.1 Frequenzanalyse
In Abschnitt 5.2.3 wird an dem stark vereinfachten Modell gezeigt, dass die Dämpfungs-
verstimmung keinen Einﬂuss auf die Resonanzfrequenzen hat. Dies zeigt sich auch bei
den Analysen des realitätsnahen Modells. Deshalb wird für die folgende Auswertung der
Resonanzfrequenzen lediglich die strukturverstimmte Turbinenlaufstufe bei konstanter
modaler Dämpfung betrachtet. In Abbildung 5.15 sind exemplarisch die ausgewerteten
Frequenzen dargestellt.





















Abbildung 5.15: Exemplarische Darstellung der ausgewerteten Frequenzen
Spannweite der Resonanzfrequenzen
Die Analysen des stark vereinfachten Modells ergeben eine große Spannweite der Resonanz-
frequenzen. Besonders für die erste Torsion zeigt die Resonanzfrequenz eine doppelt so
große Spannweite wie das zugrundeliegende Elastizitätsmodul.
Für das realitätsnahe Modell werden analog zum stark vereinfachten Modell die Reso-
nanzfrequenz, bei der die Amplitude ihr Maximum erreicht, für jede Schaufel analysiert.
Abbildung 5.16 zeigt die Resonanzfrequenzen für die analysierten Modefamilien und
verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Hierbei sind die Resonanzfrequenzen auf
die unverstimmte Resonanzfrequenz normiert und so skaliert, dass ±1 die Spannweite des
Verstimmungs-Inputs, des Elastizitätsmoduls, darstellt. Aufgrund der unterschiedlichen
Schwingungsformen der Modelle ist nur ein direkter Vergleich der ersten Biegung möglich.
Für die erste Biegung ergibt sich eine gute Übereinstimmung des stark vereinfachten
Modells und des realitätsnahen Modells. Analog zu dem stark vereinfachten Modell treten
bei gleichverteiltem und künstlich verteiltem Elastizitätsmodul wenige Resonanzfrequenzen
außerhalb der Spannweite auf. Diese lassen sich statistisch als Ausreißer deklarieren. Bei
Betrachtung der Normalverteilung und Weibullverteilung liegen die 2,5%- und 97,5%-
Quantile für das realitätsnahe Modell im Vergleich zu dem stark vereinfachten Modell
näher an der unverstimmten Resonanzfrequenz und weisen somit eine geringere Streuung
auf.
Bei Betrachtung der ersten Edgewise Biegung treten für alle Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen ≈ 95% der Resonanzfrequenzen innerhalb eines Bereichs von maximal ±50% der
Spannweite auf. Für die Normalverteilung und Weibullverteilung liegen zudem ≈ 95% der
9Zur Übersichtlichkeit werden die Mischformen im weiteren Verlauf der Arbeit lediglich anhand der
dominierenden Schwingungsform bezeichnet.
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(b) Erste Edgewise Biegung













Abbildung 5.16: Box-Plots der Resonanzfrequenzen für unterschiedliche
Strukturverstimmung
Resonanzfrequenzen innerhalb eines Bereichs von ±10%. Für die Gleichverteilung und
künstliche Verteilung treten wenige Resonanzfrequenzen außerhalb der Spannweite auf.
Diese lassen sich statistisch als Ausreißer deklarieren.
Die erste Torsion zeigt eine allgemein deutlich geringere Spannweite. Hier liegen die
Resonanzfrequenzen für alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen innerhalb eines Bereichs von
maximal ±40% der Spannweite des Elastizitätsmoduls.
Die größte Spannweite der Resonanzfrequenzen für die analysierten Modefamilien und
Wahrscheinlichkeitsverteilungen ergibt sich für die erste Biegung bei gleichverteilten und
künstlich verteilten Elastizitätsmodulen. Hier liegen die 2,5%- und 97,5%-Quantile in der
Nähe der maximalen Streuung des Elastizitätsmoduls. Eine doppelt so große Spannweite
wie das Elastizitätsmodul kann für das realitätsnahe Modell allerdings nicht beobachtet
werden.
Dass allgemein weniger Ausreißer im Vergleich zu dem stark vereinfachten Modell auftreten,
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liegt an der geringeren Anzahl an Simulationen.
Probabilistischer Vergleich des Elastizitätsmoduls mit der Resonanzfrequenz



















(b) Erste Edgewise Biegung










Abbildung 5.17: Probabilistischer Vergleich der Elastizitätsmodule und
Resonanzfrequenzen
Für die Resonanzfrequenzen zeigt sich bei Betrachtung der ersten und zweiten Biegung
des stark vereinfachten Modells größtenteils ein Zusammenhang mit dem Elastizitätsmo-
dul. Jedoch lässt sich dieser nicht eindeutig für alle Schaufeln erkennen. Deshalb wird
ein probabilistischer Vergleich des Elastizitätsmoduls mit den Resonanzfrequenzen am
realitätsnahen Modell durchgeführt.
Dazu werden je Modefamilie zufällig für eine Verstimmungsverteilung die Resonanz-
frequenzen und das Elastizitätsmodul pro Schaufel nebeneinander aufgetragen. Die Ordi-
nate ist hierbei auf die Spannweite der Resonanzfrequenzen normiert.
Im Gegensatz zum stark vereinfachten Modell lässt sich für das realitätsnahe Modell für
keine Modefamilie ein Zusammenhang zwischen der Resonanzfrequenz und dem Elastizi-
tätsmodul mehr erkennen.
In Kombination mit den Kenntnissen über die Spannweite der Resonanzfrequenzen aus dem
vorherigen Abschnitt lässt sich somit anhand der Bestimmung der Resonanzfrequenzen
die Spannweite der Elastizitätsmodule abschätzen. Eine eindeutige Aussage über das
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Die Strukturverstimmung des stark vereinfachten Modells führt für alle Modefamilien und
für alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu einer deutlichen Reduktion des Medians der





















Abbildung 5.18: Exemplarische Darstellung der ausgewerteten Amplituden
Abbildung 5.19 zeigt die maximalen Amplituden des realitätsnahen Modells pro Schaufel.
Bei Betrachtung der Strukturverstimmung und konstanter Dämpfung lässt sich analog zu
dem stark vereinfachten Modell eine Reduktion des Medians der Amplitude im Vergleich
zum unverstimmten Referenzfall erkennen. Diese tritt für alle betrachteten Modefamilien
und für alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf.
Für die erste Biegung lassen sich die Amplituden des stark vereinfachten Modells und
des realitätsnahen Modells gut vergleichen. Bei Betrachtung der Normalverteilung und
Weibullverteilung liegt die Reduktion für beide Modelle identisch bei 20%. Lediglich die
Gleichverteilung und künstliche Verteilung zeigen für das realitätsnahe Modell eine stärkere
Reduktion des Medians.
Bei Betrachtung der ersten Edgewise Biegung und der ersten Torsion liegt der Median
der Amplitude deutlich näher an dem unverstimmten System. Für die Normalverteilung
und Weibullverteilung beträgt die Abweichung −5%. Die Gleichverteilung und künstliche
Verteilung zeigen eine stärkere Reduktion des Medians. Bei der künstlichen Verteilung
beträgt diese maximal 17%.

















































































































































































































































































(f) Erste Torsion -
Struktur- und Dämpfungsverstimmung
Abbildung 5.19: Box-Plots der maximalen Amplitude pro Schaufel für verschiedene
Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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Die rechte Seite der Abbildung 5.19 zeigt den Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung.
Ausgehend von exemplarisch normalverteilter Strukturverstimmung sind die Amplituden
für unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Dämpfungsverstimmung darge-
stellt. Dabei zeigen die Normalverteilung, Weibullverteilung und Gleichverteilung keinen
signiﬁkanten Einﬂuss auf den Median der Amplituden. Bei Betrachtung der künstlichen
Verteilung zeigt sich eine Erhöhung des Medians. Dies führt für die erste Edgewise Biegung
sowie die erste Torsion zu einem höheren Median im Vergleich zu dem unverstimmten
System.
Analog zu dem stark vereinfachten Modell lässt sich die Reduktion des Medians der
Amplitude auch an dem realitätsnahen Modell erkennen. Die maximale Reduktion beträgt
für beide Modelle 35% und tritt bei künstlicher Verteilung des Elastizitätsmoduls auf.
Die Dämpfungsverstimmung kann zu einer Erhöhung des Medians führen. Bei künstlicher
Verteilung kann sich dadurch ein höherer Median des verstimmten Systems im Vergleich






















Abbildung 5.20: Exemplarische Darstellung der ausgewerteten maximalen Amplitude
Das Whitehead-Limit bei konstanter Dämpfung (vgl. Gleichung (2.29)) ergibt sich für das










Zunächst wird die strukturverstimmte Turbinenlaufstufe ohne Dämpfungsverstimmung
betrachtet. Abbildung 5.21 zeigt die maximalen Amplituden des realitätsnahen Modells
pro Turbinenlaufstufe. Hierbei liegt die maximale Amplitude analog zum stark vereinfach-

























































































































































































































































(f) Erste Torsion -
Struktur- und Dämpfungsverstimmung
Abbildung 5.21: Box-Plots der maximalen Amplitude pro Turbinenlaufstufe für
verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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ten Modell für alle Modefamilien und Wahrscheinlichkeitsverteilungen deutlich unterhalb
des Whitehead-Limits.
Das höchste Maximum liegt bei 1,85 für die erste Biegung und gleichverteiltem Elastizitäts-
modul. Das höchste 97,5%-Quantil liegt bei 1,73 für die erste Biegung und weibullverteiltem
Elastizitätsmodul. Auﬀällig sind die Ergebnisse der künstlichen Verteilung. Hierfür ergeben
sich bei Betrachtung der ersten Biegung die niedrigsten Amplitudenüberhöhungen inner-
halb der Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Bei Betrachtung der ersten Edgewise Biegung
und erste Torsion zeigt sich für die künstliche Verteilung jedoch die höchste Amplituden-
überhöhung.
Alle maximalen Amplituden pro verstimmter Turbinenlaufstufe liegen oberhalb der Ampli-
tude der unverstimmten Turbinenlaufstufe.
Die rechte Seite der Abbildung 5.21 zeigt den Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung.
Ausgehend von exemplarisch normalverteilter Strukturverstimmung sind die maximalen
Amplituden pro Turbinenlaufstufe für unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
Dämpfungsverstimmung dargestellt. Die zusätzliche Dämpfungsverstimmung führt für alle
Modefamilien und Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu einer Erhöhung des 97,5%-Quantils.
Hierbei führen die Gleichverteilung und künstliche Verteilung analog zum stark verein-
fachten Modell zu einer stärkeren Erhöhung des 97,5%-Quantils als die Normalverteilung
und Weibullverteilung. Bei Betrachtung der ersten Edgewise Biegung und ersten Torsion
ergeben sich maximale Amplituden von bis zu 260% der Amplitude des unverstimmten
Systems. Dies lässt sich auf den starken Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung zurückführen.
Bei Betrachtung von normalverteilter und weibullverteilter Dämpfung liegt die maximale
Amplitude bei 2,10. Zudem können maximale Amplituden unterhalb der maximalen Am-
plitude des unverstimmten Systems auftreten.
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6 Transiente Analysen verstimmter
Turbinenlaufstufen








































































































(d) Normalverteilte Strukturverstimmung „2“
hohe Beschleunigungsrate
Abbildung 6.1: Transiente Schwingungsantwort exemplarischer Turbinenlaufstufen mit
normalverteilter Strukturverstimmung und konstanter Dämpfung bei unterschiedlichen
Beschleunigungsraten
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In diesem Kapitel wird das Schwingungsverhalten verstimmter Turbinenlaufstufen bei einer
Resonanzdurchfahrt betrachtet. Abbildung 6.1 zeigt exemplarisch die Schwingungsant-
wort zwei verstimmter Turbinenlaufstufen für eine realistische niedrige und eine realistische
hohe Beschleunigungsrate. Beide Turbinenlaufstufen sind normalverteilt strukturverstimmt
und ohne Dämpfungsverstimmung.
Die Schwingungsantwort für die niedrige Beschleunigungsrate zeigt hierbei ein identisches
Verhalten zur stationären Schwingungsantwort. Im Vergleich dazu lassen sich bei Betrach-
tung der Schwingungsantwort für die hohe Beschleunigungsrate deutlich die Verschiebung
der Resonanzfrequenz sowie die Reduktion der maximalen Amplitude erkennen (vgl. Ab-
schnitt 2.5).
Diese beiden transienten Eﬀekte führen zudem für die verschiedenen Beschleunigungsra-
ten zu einer unterschiedlichen Schaufel mit der maximalen Amplitude. In Abbildung
6.1a zeigt für die niedrige Beschleunigungsrate die Schaufel 64 die maximale Amplitu-
de. Dementgegen ergibt sich in Abbildung 6.1b für die hohe Beschleunigungsrate die
maximale Amplitude für die Schaufel 70. In Abbildung 6.1c und Abbildung 6.1d
wechselt die Schaufel mit der maximalen Amplitude von Schaufel 42 zu Schaufel 22.
Dieser Wechsel der Schaufel mit der maximalen Amplitude lässt sich auch bei zusätzlicher
Dämpfungsverstimmung beobachten. Allerdings liegt die maximale Amplitude für die hohe
Beschleunigungsrate in allen Fällen unterhalb der maximalen Amplitude für die niedrige
Beschleunigungsrate.
6.2 Bestimmung der linearen Dämpfung aus der
mittleren Amplitude
Abbildung 6.2: Transiente Schwingungsantwort einer realer Turbinenlaufstufe aus einer
Messung bei der MTU Aero Engines AG [11]
Abbildung 6.2 zeigt die transiente Schwingungsantwort aus einer Messung einer realen
Turbinenlaufstufe bei der MTU Aero Engines AG [11]. Hierbei spielt zusätzlich zu den in
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dieser Arbeit analysierten Verstimmungsarten noch die Verstimmung aufgrund unterschied-
licher Kristallorientierung eine Rolle. Dargestellt ist exemplarisch die ermittelte Spannung
an einem Dehnmessstreifen. Die Messung zeigt analog zu den stationären Analysen in
Kapitel 5 mehrere Resonanzspitzen für eine Schaufel bei derselben Schwingungsform.
Dadurch ist eine Dämpfungsbestimmung mittels linearer Regression [18] oder anhand der
Halbwertsbreite [24] nicht mehr möglich.
In [12] wird deshalb eine Methode zur Bestimmung der äquivalenten linearen Dämpfung
aus der transienten Messung verstimmter Turbinenlaufstufen vorgestellt. Diese soll nachfol-
gend anhand transienter Simulationen des realitätsnahen Modells für Turbinenlaufstufen
mit Strukturverstimmung veriﬁziert werden.
6.2.1 Erläuterung der Methode zur Dämpfungsbestimmung
Aufgrund der charakteristischen transienten Eﬀekte (vgl. Abschnitt 2.5) ergibt sich mit
zunehmender Beschleunigungsrate eine Reduktion der Amplitude. Diese Reduktion lässt
sich durch das Verhältnis der Amplituden bei einer niedrigen Beschleunigungsrate (Index
1) und bei einer hohen Beschleunigungsrate (Index 2) ausdrücken. In [12] wird außerdem
gezeigt, dass das Verhältnis der Beschleunigungsraten direkt proportional zur linearen
Dämpfung ist.










Abbildung 6.3: Kennlinie zur Bestimmung der linearen Dämpfung
Somit lässt sich abhängig von dem Verhältnis der hohen zur niedrigen Beschleunigungsrate
ein direkter Zusammenhang zwischen dem Verhältnis der Amplituden und der linearen
Dämpfung herstellen. Dazu wird für die unverstimmte Turbinenlaufstufe die Amplitude
6.2 Bestimmung der linearen Dämpfung aus der mittleren Amplitude 77
bei einer niedrigen Beschleunigungsrate und bei einer hohen Beschleunigungsrate für un-
terschiedliche Dämpfungen bestimmt. Die Dämpfung wird dabei analog zu den vorherigen
Analysen linear durch Angabe des Lehr’schen Dämpfungsmaß modelliert. Daraus ergibt
sich in Abhängigkeit der Beschleunigungsraten eine Kennlinie zwischen dem Verhältnis
der Amplituden und der linearen Dämpfung (siehe Abbildung 6.3).
Zur Bestimmung der äquivalenten linearen Dämpfung verstimmter Turbinenlaufstufen wird
die mittlere Amplitude verwendet. Diese wird im weiteren Verlauf mit uˆ dargestellt. In [12]
wird gezeigt, dass die mittlere Amplitude bei durchgeführten realen Messungen annähernd
konstant ist. Dieses Verhalten zeigen auch die stationären Analysen im vorherigen Kapitel.
In Abbildung 5.2 lässt sich eine gute Reproduzierbarkeit des Medians beobachten.
Die Analysen werden für die verstimmte Turbinenlaufstufe bei einer niedrigen Beschleuni-
gungsrate und einer hohen Beschleunigungsrate durchgeführt. Die Beschleunigungsraten
werden für alle Berechnungen als identisch vorausgesetzt. Anschließend wird für beide
Beschleunigungsraten der Mittelwert der maximalen Amplituden pro Schaufel bestimmt.
Somit ist es möglich, ein gemitteltes Verhältnis der Amplituden bei niedriger und hoher
Beschleunigungsrate uˆ1/uˆ2 zu erhalten. Anhand der Kennlinie in Abbildung 6.3 lässt
sich aus dem Verhältnis der mittleren Amplituden auf die äquivalente lineare Dämpfung
schließen.


















































































































































Abbildung 6.4: Schematische Darstellung der Vorgehensweise
In diesem Abschnitt soll die Methode für strukturverstimmte Turbinenlaufstufen numerisch
veriﬁziert werden. Dazu wird die modale Dämpfung für die transienten Berechnungen
vorgegeben. Aus den Ergebnissen der Simulationen wird die äquivalente Dämpfung anhand
der Methode ermittelt. Anschließend folgt ein Vergleich der ermittelten Dämpfungswerten
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mit der angesetzten Dämpfung.
In Abbildung 6.4 ist die Vorgehensweise schematisch dargestellt. Grundlage ist die
strukturverstimmte realitätsnahe Turbinenlaufstufe. Für diese werden 100 Simulationen
gerechnet. Eine Simulation besteht jeweils aus der Analyse mit der niedrigen und der
hohen Beschleunigungsrate. Nach jeder Simulation wird das Lehr’sche Dämpfungsmaß
pro Mode variiert. Die Erzeugung der zufälligen Dämpfungen erfolgt entsprechend der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen mittels Simple Random Samplings. Dadurch werden die
unterschiedlichen Kontaktschließungen pro Messung modelliert. Abschließend wird für
beide Beschleunigungsraten der Mittelwert der Amplitude pro Schaufel bestimmt. Somit
entspricht die Vorgehensweise der mehrmaligen Messung einer identischen Turbinenlauf-
stufe bei unterschiedlichen Kontaktschließungen am Schaufelfuß sowie am Deckband.
Die stationären Analysen mit gleichverteilter Dämpfungsverstimmung und künstlicher
Dämpfungsverstimmung in Abschnitt 5.3.2 haben zu deutlich überhöhten Amplituden-
überhöhungsfaktoren geführt. Diese werden bei Messungen realer Turbinenlaufstufen nicht
beobachtet. Deshalb werden in diesem Abschnitt für die Dämpfungsverstimmung lediglich
die Normalverteilung und Weibullverteilung verwendet.
Ausgewertet werden dieselben Modefamilien des realitätsnahen Modells wie bei den statio-
nären Analysen. In Abschnitt 5.3.2 zeigen sich ähnliche Ergebnisse für die Amplituden
der ersten Edgewise Biegung und der ersten Torsion. Deshalb wird die erste Torsion nicht
analysiert und dafür eine größere Anzahl an Simulationen für die erste Edgewise Biegung
durchgeführt.
Abbildung 6.5 zeigt die mittlere Amplitude für die erste Biegung bei normalverteilter
Strukturverstimmung und normalverteilter Dämpfungsverstimmung. Die Amplituden sind
hierbei auf die stationäre unverstimmte Amplitude normiert. Auf der linken Seite ist die
mittlere Amplitude pro Simulation bei der niedrigen Beschleunigungsrate dargestellt und
auf der rechten Seite die mittlere Amplitude bei der hohen Beschleunigungsrate. Analog zu
den stationären Analysen liegt die mittlere Amplitude der verstimmten Turbinenlaufstufe
deutlich unterhalb der mittleren Amplitude der unverstimmten Turbinenlaufstufe. Darüber
hinaus lässt sich die gute Reproduzierbarkeit der mittleren Amplitude erkennen. Es ergibt
sich zwischen den einzelnen Simulationen eine Spannweite von ±5% um den Mittelwert.
Die mittleren Amplituden pro Simulation werden anschließend ins Verhältnis zueinander
gesetzt. Dieses Verhältnis ist für die unverstimmte und verstimmte Turbinenlaufstufe
in der unteren Abbildung dargestellt. Hierbei treten für die erste Biegung nur geringe
Unterschiede zwischen den Amplituden bei den verschiedenen Beschleunigungsraten auf.
Des Weiteren ergibt sich teilweise ein Verhältnis unter 1. Dies führt dazu, dass eine
Auswertung der ersten Biegung für die berechneten Beschleunigungsraten nicht sinnvoll
ist. In der Realität müssen die Messungen mit einer deutlich höheren Beschleunigungsrate
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Abbildung 6.5: Verhältnis der mittleren Amplituden für die erste Biegung
wiederholt werden, so dass sich ein ausreichend großes Verhältnis ergibt.
Bei Betrachtung der ersten Edgewise Biegung zeigt sich ein größerer Unterschied zwischen
den Beschleunigungsraten. Dies lässt sich auf die geringere modale Dämpfung ζ1E < ζ1F
zurückführen (vgl. Abschnitt 2.5). Außerdem treten nur Verhältnisse über 1 auf, so dass
die erste Edgewise Biegung für die berechneten Beschleunigungsraten sinnvoll ausgewertet
werden kann.
In Abbildung 6.6 sind die Ergebnisse für vier exemplarische Turbinenlaufstufen dar-
gestellt. Dafür wird analog zur ersten Biegung die mittlere Amplitude pro Simulation
für die niedrige Beschleunigungsrate und für die hohe Beschleunigungsrate ausgewertet.
Diese werden anschließend ins Verhältnis zueinander gesetzt und daraus der Mittelwert
bestimmt. In Abbildung 6.6a und Abbildung 6.6b wird die identische Dämpfungsver-
stimmung für alle Simulationen für unterschiedlich strukturverstimmte Turbinenlaufstufen
gerechnet. Hierbei zeigt sich eine gute Übereinstimmung der Verhältnisse. In Abbildung
6.6a und Abbildung 6.6c wird die identisch strukturverstimmte Turbinenlaufstufe für
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Mittelwert mittlere Amplitude verstimmt
(a) Normalverteilte Strukturverstimmung „1“
normalverteilte Dämpfungsverstimmung „1“












Mittelwert mittlere Amplitude verstimmt
(b) Normalverteilte Strukturverstimmung „2“
normalverteilte Dämpfungsverstimmung „1“












Mittelwert mittlere Amplitude verstimmt
(c) Normalverteilte Strukturverstimmung „1“
weibullverteilte Dämpfungsverstimmung „2“












Mittelwert mittlere Amplitude verstimmt
(d) Weibullverteilte Strukturverstimmung „3“
normalverteilte Dämpfungsverstimmung „3“
Abbildung 6.6: Verhältnis der mittleren Amplituden für die erste Edgewise Biegung













Abbildung 6.7: Ermittlung der Dämpfung aus dem Verhältnis der Beschleunigungsraten
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unterschiedliche Dämpfungsverstimmungen pro Simulation gerechnet. Hierbei lässt sich
kein Zusammenhang der Ergebnisse erkennen.
Zur Validierung der Methode werden exemplarisch die Ergebnisse ausgewertet, bei denen
das Verhältnis die größte und die niedrigste Abweichung zum unverstimmten System zeigt.
Das sind in diesem Fall Abbildung 6.6d und Abbildung 6.6c. In Abbildung 6.6d
ergibt sich mit 1,0097 die größte Abweichung des Verhältnis zum unverstimmten System.
Anhand der Kennlinie lässt sich dafür eine normierte Dämpfung von 0,8912 bestimmen. In
diesem Fall wird die Dämpfung somit ≈ 10% niedriger als der Mittelwert der angesetzten
Dämpfung ermittelt. Die geringste Abweichung des Verhältnis zum unverstimmten System
zeigt Abbildung 6.6c mit 1,0079. Hierfür wird anhand der Kennlinie eine normierte
Dämpfung von 0,9616 ermittelt. Die Abweichung zu dem Mittelwert der angesetzten
Dämpfung beträgt in diesem Fall somit ≈ −4%.
In Abbildung 6.6d lassen sich Werte erkennen, die besonders stark vom Mittelwert
streuen. Aufgrund der großen Abweichung ergibt sich somit ein besonders starker Einﬂuss
auf den Mittelwert. Da die übrigen Werte nur gering um den Mittelwert streuen, lassen sich
diese als Ausreißer deklarieren. Ein Grund dafür kann sein, dass bei diesen Simulationen
der Mittelwert der angesetzten Dämpfung stark von der nominalen Dämpfung abweicht.
In der Realität können solche Ausreißer zudem auf Messfehlern basieren.












Mittelwert mittlere Amplitude verstimmt
Abbildung 6.8: Verhältnis der Beschleunigungsraten ohne Ausreißer
weibullverteilte Strukturverstimmung „3“ - normalverteilte Dämpfungsverstimmung „3“
Berücksichtigt man diese Werte in der Auswertung nicht, ergibt sich das Verhältnis der
Beschleunigungsraten wie in Abbildung 6.8. Hiermit wird eine äquivalente Dämpfung von
0,9182 ermittelt (siehe Abbildung 6.9). Somit beträgt die Abweichung der ermittelten
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Abbildung 6.9: Ermittlung der Dämpfung aus dem Verhältnis der Beschleunigungsraten
ohne Ausreißer
Dämpfung im Vergleich zur angesetzten Dämpfung ≈ −8%.
Für die durchgeführten Analysen der ersten Edgewise Biegung lässt sich die äquivalente
Dämpfung anhand der Methode mit einer guten Genauigkeit bestimmen. Die Abweichung
zur angesetzten Dämpfung liegt im Bereich von −10% bis −4%. Werden Ausreißer bei
der Auswertung nicht berücksichtigt, ergibt sich die maximale Diﬀerenz im Vergleich zur
angesetzten Dämpfung zu −8%. Somit ist die Methode unter Berücksichtigung der in




In Kapitel 5 werden für ein stark vereinfachtes Modell und ein realitätsnahes Modell
stationäre Analysen durchgeführt. Für die Simulationen werden jeweils die FE-Vollmodelle
verwendet. Dabei wird das Elastizitätsmodul pro Schaufel und die modale Dämpfung pro
Mode anhand verschiedener Wahrscheinlichkeitsverteilungen variiert. Bei der Auswertung
der Simulationen wird zwischen Strukturverstimmung und konstanter modaler Dämpfung
sowie Strukturverstimmung und gleichzeitiger Dämpfungsverstimmung unterschieden.
Die Betrachtung der Resonanzfrequenzen zeigt für die betrachteten Modelle eine Unabhän-
gigkeit von der Dämpfungsverstimmung. Somit ist es für die Analyse der Resonanzfrequenz
ausreichend, die Strukturverstimmung bei konstanter Dämpfung zu simulieren. Für beide
Modelle wird eine Abweichung der Resonanzfrequenzen der Turbinenlaufstufe und der
Elastizitätsmodule der Einzelschaufeln festgestellt. Bei Betrachtung des stark vereinfachten
Modells ergibt sich für die erste Torsion eine deutlich größere Spannweite der Resonanz-
frequenzen im Vergleich zu dem Elastizitätsmodul. Für das realitätsnahe Modell treten
ebenfalls Resonanzfrequenzen außerhalb der Spannweite des Elastizitätsmoduls auf.
Bei Betrachtung der Strukturverstimmung und konstanter Dämpfung wird für alle Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen bei beiden Modellen eine Reduktion der mittleren Amplitude
festgestellt. Allerdings ist diese Reduktion für die Mischformen des realitätsnahen Mo-
dells deutlich schwächer ausgeprägt. Die Amplituden für die Strukturverstimmung und
gleichzeitige Dämpfungsverstimmung zeigen eine Abhängigkeit der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Anhand der eingeführten künstlichen Dämpfungsverteilung kann eine Erhöhung
der mittleren Amplitude im Vergleich zu der unverstimmten Turbinenlaufstufe erreicht
werden.
Des Weiteren führt die Strukturverstimmung und konstante Dämpfung für alle Wahrschein-
lichkeitsverteilungen bei beiden Modellen zu einer Erhöhung der maximalen Amplitude.
Dabei ergeben sich unterschiedliche maximale Amplituden für die verschiedenen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen. Aufgrund dessen ist die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Eingangsparameter wichtig, um eine Abschätzung der maximalen Amplitude
treﬀen zu können. Das höchste Maximum wird für das stark vereinfachte Modell für
die erste Torsion und künstliche Verteilung des Elastizitätsmoduls bei 2,3 erreicht. Für
das realitätsnahe Modell ergibt sich das höchste Maximum für die erste Biegung bei
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gleichverteiltem Elastizitätsmodul zu 1,85. Die zusätzliche Dämpfungsverstimmung kann
zu einer weiteren Erhöhung führen. Unter Berücksichtigung der Dämpfungsverstimmung
ergibt sich das höchste Maximum für die stark vereinfachte Turbinenlaufstufe zu 3,3 und
für die realitätsnahe Turbinenlaufstufe zu 2,6. Dementgegen kann anhand der Dämpfungs-
verstimmung auch eine Reduktion der maximalen Amplitude unterhalb der Amplitude der
unverstimmten Turbinenlaufstufe erreicht werden. Allgemein weichen bei den Analysen der
Amplitude die Ergebnisse mit der künstlichen Verteilung von den weiteren Verteilungen ab.
Darüber hinaus ist in den Simulationen der Einﬂuss der Dämpfungsverstimmung deutlich
größer als bei realen Messungen. Aufgrund dessen ist der verwendete Ansatz der linearen
Modellierung der Dämpfung nur bedingt anwendbar.
In Kapitel 6 werden transiente Analysen für verstimmte Turbinenlaufstufen durchgeführt.
Hierbei wird festgestellt, dass für unterschiedliche Beschleunigungsraten verschiedene
Schaufeln der Turbinenlaufstufe die maximale Amplitude aufweisen können. Die höhere
maximale Amplitude tritt jedoch in allen Fällen für die niedrige Beschleunigungsrate auf.
Des Weiteren wird eine Methode zur Ermittlung der äquivalenten linearen Dämpfung
anhand transienter Analysen für verstimmte Turbinenlaufstufen veriﬁziert. Die Grundidee
der Methode ist die Bestimmung der linearen Dämpfung aus dem Verhältnis der Mit-
telwerte der Amplituden bei einer niedrigen und einer hohen Beschleunigungsrate. Zur
Veriﬁkation wird die modale Dämpfung für die Simulationen vorgegeben und anschließend
mit der ermittelten Dämpfung verglichen. Die Analysen werden für mehrere unterschiedlich
strukturverstimmte Turbinenlaufstufen durchgeführt, und die Dämpfungsverstimmung bei
jeder Simulation variiert. Die anhand des Mittelwerts der Amplituden bestimmte Dämp-
fung zeigt für eine große Anzahl durchgeführter Simulationen eine Abweichung im Bereich
von ≈ −4% bis ≈ −10% im Vergleich zur angesetzten Dämpfung. Dies stellt eine gute
Übereinstimmung der Werte dar. Darüber hinaus wird die Dämpfung jeweils geringfügig
zu niedrig ermittelt. Somit ist die Methode konservativ. Allerdings zeigt sich eine große
Streuung des Verhältnis der Mittelwerte. Bei einer geringen Anzahl an durchgeführten
Simulationen bzw. Messungen kann dies einen starken Einﬂuss auf die Mittelwerte der
Amplituden und somit auf die ermittelte Dämpfung zeigen. Daraus folgt, dass diese Anzahl
an Simulationen bzw. Messungen einen wichtigen Parameter zur korrekten Ermittlung der
äquivalenten Dämpfung anhand der vorgestellten Methode darstellt.
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Abbildung A.1: Exemplarischer Vergleich des Medians und des Mittelwerts
Abbildung A.1 zeigt exemplarisch den Vergleich des Medians und des Mittelwerts.
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